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В статье рассмотрены проблемы определения резонансной частоты и добротности колебаний типа шепчущей гале-
реи в полудисковом диэлектрическом резонаторе. Исследовано влияние нарушений условий взаимности, недиссипатив-
ности, симметрии в элементе связи на вид частотной характеристики отражения такого резонатора. Для этих
случаев проанализированы вопросы корректности применения классических методик измерения собственной частоты
и добротности резонатора. Для решения данной задачи была рассмотрена возможность применения дробно-рацио-
нальной аппроксимации частотной характеристики резонатора. Предложена реализация дробно-рациональной апп-
роксимации на основе цепных дробей, которая позволяет получать устойчивые корректные оценки собственной ком-
плексной частоты и, соответственно, добротности резонатора. Использование рассмотренного подхода позволило
провести анализ зависимости собственной частоты полудискового диэлектрического резонатора от степени связи,
определяемой радиальным местоположением и шириной щели связи. Было показано, что по разности значений полюса
и нуля можно судить о степени связи.
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1. Ââåäåíèå

Анализ мод типа шепчущей галереи в полудиско-
вых диэлектрических резонаторах широко предс-
тавлен в научной литературе, см., например, [1, 2].
Процесс измерений параметров резонаторов для
выбранной моды заключается в определении ре-
зонансной частоты и добротности. Традиционным
подходом при определении добротности резона-
тора по частотной характеристике отражения яв-
ляется использование методики, изложенной
в [3], которая базируется на моделировании ха-
рактеристик резонатора на основе эквивалентных
схем одиночного колебательного контура с со-
средоточенными и частотнонезависимыми эле-
ментами. Очевидно то обстоятельство, что резо-
нансная характеристика такого колебательного
контура является симметричной функцией. Мето-
дика [3] предполагает измерение коэффициента
стоячей волны по напряжению (КСВН) как функ-
ции частоты и определение коэффициента связи,
который находится посредством исследования по-
ведения узла стоячей волны при уходе от часто-
ты резонанса. При этом полагается, что резонанс-
ной соответствует частота, на которой наблю-
дается минимум частотной зависимости КСВН.
Далее, согласно этой методике, по соответствую-

щим формулам необходимо определить значения
КСВН, отвечающие половинному уровню мощ-
ности на резонансной частоте, а по ним значения
частот, на которых наблюдается указанный уро-
вень мощности. Используя совокупность указан-
ных частот, вычисляют добротность резонатора
для выбранного типа колебаний. Аналогичным
образом проводится анализ мод типа шепчущей
галереи в полусферических диэлектрических ре-
зонаторах [4]. В отличие от одиночного колеба-
тельного контура резонаторы СВЧ характеризуют-
ся набором резонансных частот, поэтому, строго
говоря, подход [3] может быть применен, только
если исследуемое колебание в резонаторе может
быть рассмотрено независимо от других коле-
баний. Подобный подход, основанный на опреде-
лении уровня половинной мощности и ширины по-
лосы пропускания на этом уровне, приведен в [5].
Более гибкой (не привязанной к уровню половин-
ной мощности и к соответствующим параметрам
эквивалентных схем) является методика, изложен-
ная в [6].
Альтернативой подходу [3] являются цифро-

вые методы определения добротности. Наибо-
лее эффективный цифровой метод определения
добротности резонатора предложен в [7]. Он
основан на использовании дробно-линейной апп-
роксимации резонансных кривых.
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Следует отметить, что дробно-линейная апп-
роксимация является весьма неустойчивой про-
цедурой, что особенно заметно проявляется, если
обрабатываемые данные не совпадают с дроб-
но-линейной функцией частоты (расстройки).
Следует также отметить, что резонансная кривая
распределенной резонансной структуры отличает-
ся от дробно-линейной функции тем больше, чем
меньше добротность резонатора. Другим факто-
ром, определяющим отклонение реальной резонан-
сной характеристики от дробно-линейной зависи-
мости, является зависимость свойств узла связи
от частоты. Поэтому все описанные выше подхо-
ды имеют ограниченные возможности примене-
ния и не во всех случаях могут быть использова-
ны формальным способом. Прежде всего, огра-
ничения связаны с типом резонатора и с характе-
ром узла связи, используемого для возбуждения
резонатора.
Применение дробно-рациональной аппрокси-

мации частотной характеристики отражения по-
зволяет повысить устойчивость определения зна-
чений ее полюсов и нулей. После определения
собственной комплексной частоты (значения по-
люса) p

mf  добротность mQ  колебания может
быть найдена исходя из фундаментального соот-
ношения [8]

Re( ) .
2 Im( )

p
m

m p
m

fQ
f

=

Целью настоящей работы является исследова-
ние возможности применения дробно-рациональ-
ной аппроксимации для определения собственной
частоты и добротности колебаний в полудиско-
вом диэлектрическом резонаторе.

2. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ
ïîëóäèñêîâîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî
ðåçîíàòîðà

Расчетным путем на основе метода конечных
элементов [9] были получены распределения поля
и значения комплексного коэффициента отраже-
ния в фиксированной полосе частот для полудиско-
вого диэлектрического резонатора 1 (см. рис. 1),
расположенного на металлическом зеркале 2, воз-
буждаемого через щель 3 на конце плавного вол-
новодного перехода. Радиус резонатора при рас-

четах составлял 39 мм, в качестве материала
резонатора был рассмотрен фторопласт с диэлек-
трической проницаемостью 2.04 и тангенсом угла
диэлектрических потерь 4tg 1.7 10 .−δ = ⋅  Величи-
на связи между возбуждающим волноводом и ре-
зонатором изменялась путем радиального смеще-
ния узла связи d и изменения ширины b щели
связи. Выбор указанных размеров был определен
данными, приведенными в работах других авто-
ров, в частности в [10]. Результаты расчета рас-
пределения поля были использованы для иден-
тификации типа колебаний. Структура поля (ко-
личество вариаций) однозначно позволила опре-
делить азимутальный индекс колебания типа
шепчущей галереи, который был равен 35, таким
образом, набор индексов составил 35,1,1. Ориен-
тация элемента связи позволяет обеспечить пре-
имущественное возбуждение ЕН или НЕ коле-
баний. Согласно [10] при возбуждении, показан-
ном на рис. 1, формируется колебание ЕН-типа. Был
рассмотрен также случай возбуждения НЕ колеба-
ния, при этом для тех же индексов резонансная час-
тота существенно отличалась от базового случая.
Известно, что в полудисковом диэлектричес-

ком резонаторе, расположенном на металличес-
ком зеркале и работающем на колебаниях типа
шепчущей галереи, при возбуждении его щелью
связи в зеркале (рис. 1) степень связи, а значит
и нагруженная добротность, определяется бли-
зостью узла связи к местоположению максиму-
мов кривой, на которой располагаются макси-
мумы рассматриваемого резонансного типа ко-
лебаний [1]. Несколько типичных частотных за-
висимостей коэффициента отражения ( )R f  для
полудисковго диэлектрического резонатора с ра-
диусом диска 39ρ =  мм для нескольких значе-

Рис. 1. Полудисковый диэлектрический резонатор с возбуж-
дением через щель связи
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ний радиального местоположения d щели связи
с размерами 7.2 1×  мм представлены на рис. 2, а.
Во всех этих случаях, за исключением слабой
связи при 40d =  мм, частотная характеристика
имеет сугубо несимметричный характер.
При варьировании d степень связи с резонато-

ром меняется, что хорошо демонстрирует изме-
нение поведения фазочастотной характеристики
arg[ ( )],R f  представленной на рис. 2, б. Для

36d =  мм наблюдается “пересвязь”, а для ос-
тальных значений – “недосвязь” с резонатором
(в соответствии с классификацией из [5]). Для
диапазона значений 34 37d = ÷  мм возникает
сильная связь, поскольку эти значения d опреде-
ляют радиус траектории, на которой лежат мак-
симумы поля колебаний типа шепчущей галереи.
Для исследования влияния изменения размера

b щели связи на характер связи с резонатором и

на его характеристики был рассмотрен экраниро-
ванный полудисковый диэлектрический резонатор,
у которого основание и торцы покрыты металлом
с бесконечной проводимостью. На рис. 3 приведе-
ны частотные зависимости модуля коэффициен-
та отражения для моды типа шепчущей галереи
с индексами 35,1,1 в случае расположения эле-
мента связи в точке, соответствующей максиму-
му поля колебания, при разных размерах щели
7.2b×  мм, где размер узкой стенки b выбирался

из ряда значений 0.1, 0.2, 0.5, 1.5 мм. Точное зна-
чение собственной частоты (в отсутствие элемен-
та связи) для данного типа колебаний было предо-
ставлено Ю. В. Прокопенко (ИРЭ НАНУ, г. Харь-
ков) и составило 4(37.8616 30.6281 10 )j −− ⋅  ГГц
при добротности 6180. Следует отметить, что для
малого размера отверстия (слабой связи) значе-
ние частоты, при которой наблюдается минимум

Рис. 2. Частотные зависимости модуля (а) и фазы (б) коэффициента отражения полудискового диэлектрического резонатора
при разных местоположениях узла связи
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модуля коэффициента отражения, близко к значе-
нию собственной частоты резонатора. В случае
сильной связи (размер 1.5b =  мм) отклонение этой
частоты от значения собственной частоты резо-
натора без элемента связи (37.8616 ГГц) достига-
ло 248 МГц (0.66 %). Для размера 0.1b =  мм
(слабая связь) характеристика носит практически
симметричный характер, по мере роста размера
отверстия связи (степени связи) асимметрия воз-
растает.
Использование классических методов [3, 5, 6]

для определения добротности колебаний типа шеп-
чущей галереи по представленным характеристи-
кам отражения диэлектрического резонатора вы-
зывает значительные затруднения. Прежде всего,
это связано с тем, что эквивалентная схема в виде
параллельного контура, которая традиционно исполь-
зуется для упрощения моделирования резонансных
характеристик, не вполне соответствует рассмат-
риваемому типу резонаторов.
Рис. 2 демонстрирует, что резонансные кри-

вые являются асимметричными относительно
резонансной частоты и при значительной расстрой-
ке частоты не выходят на единичный уровень
коэффициента отражения, как это должно быть
для эквивалентной схемы в виде параллельного
контура. В силу этого уровень половинной мощ-
ности, который определяет полосу пропускания
и используется для вычисления добротности, мо-
жет лежать выше имеющейся резонансной кри-
вой и нигде ее не пересекать, что не позволяет

вычислять добротность с помощью классичес-
ких подходов. Даже если точки пересечения
с экспериментальной кривой могут быть полу-
чены, то они могут находиться в той ее части,
которая существенно отличается от классичес-
кого вида резонансной кривой, что будет приво-
дить к оценкам добротности с очень большой
погрешностью.
Для понимания процессов, которые приво-

дят именно к такому виду частотной характери-
стики, рассмотрим наиболее простую конструк-
цию резонатора в виде отрезка линии передачи
без дисперсии (с постоянной распространения

,cγ = ω  где 2 fω = π  – круговая частота, а с –
скорость света в вакууме) электрической длины
D, имеющего элемент связи и заканчивающего-
ся отражателем с коэффициентом отражения 2.R
Элемент связи как четырехполюсник СВЧ опи-
сывается матрицей рассеяния S. Будем предпо-
лагать, что рассматриваемый отрезок подклю-
чен в виде оконечной нагрузки ко внешней линии
связи, содержащей измеритель характеристики
отражения. Тогда коэффициент отражения такого
резонатора описывается выражением [11]

12 21 2
11

22 2

exp( 2 )( ) .
1 exp( 2 )
S S R j DR f S
S R j D

− γ= +
− − γ

(1)

Для моделирования примем, что 2 0.98,R = −  а
4.36D =  см. В наиболее простом случае, когда

элемент связи может рассматриваться как взаим-
ный недиссипативный симметричный четырехпо-

Рис. 3. Частотная зависимость модуля коэффициента отражения экранированного полудискового диэлектрического резона-
тора при разных размерах щели
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люсник, выражение (1) относится к классической
модели СВЧ резонатора, положенной в основу
методик определения резонансной частоты и доб-
ротности [3]. В этом случае характеристика от-
ражения симметрична даже при уменьшении мо-
дуля коэффициента отражения от узла связи и от-
клонении фазы коэффициента отражения от .π
Если условие взаимности, недиссипативности

и симметричности узла связи нарушено, напри-
мер, матрица рассеяния узла связи имеет вид

2.477 2 1.330

2 1.330 2.477

0.5 0.45 1 0.225
,

1 0.5 0.225

j j

j j

e e

e e

−

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎣ ⎦

S

то модуль коэффициента отражения приобретает
несимметричный вид (рис. 4), как и для рассмат-
риваемого полудискового диэлектрического резо-
натора. Таким образом, отличия от полого резона-
тора, а именно: наличие элемента связи, размеры
которого не могут рассматриваться как малые,
отражение не всей волны, распространяющейся из
резонатора в сторону элемента связи, нарушение
фазовых соотношений, справедливых для недис-
сипативного четырехполюсника, – приводят к
асимметрии частотной характеристики отражения
в окрестности минимума. Для удобства анализа
на рис. 4 приведены частотные зависимости чис-
лителя и знаменателя выражения (1), причем эти
зависимости представлены для комплексной час-

тоты, чтобы числитель и знаменатель могли при-
нимать значения, равные нулю. Итак, значения,
при которых знаменатель и числитель равны нулю,
соответствуют значениям полюса и нуля выра-
жения (1). Полюсы, как известно, описывают
собственные частоты резонатора, нули описы-
вают явление взаимной компенсации интерфери-
рующих волн, отраженных от передней и задней
границ резонатора, причем при расчете нулей
для выражения (1) проводится учет многократных
переотражений внутри резонирующего объема.
Таким образом, из данных рис. 4 следует, что ми-
нимум частотной зависимости модуля коэффи-
циента отражения не соответствует значению
полюса и, следовательно, собственной частоты.
Частотная зависимость модуля коэффициента от-
ражения носит асимметричный характер из-за
расхождения положений полюса и нуля. При этом
асимметрия характеристики имеет место даже в
отсутствие зависимости свойств элемента связи
от частоты.
Следовательно, для открытых резонаторов [1,

2, 4] при наличии элемента связи, размеры которо-
го не могут рассматриваться как малые, возмож-
ность использования классических традиционных
подходов должна быть обоснована. Вместе с тем
применение дробно-рациональной аппроксимации
[12] позволяет во многих случаях получить обос-
нованные результаты. Указанный алгоритм в дос-
таточно полной форме изложен в [13].

3. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò öåïíûõ
äðîáåé äëÿ ðåàëèçàöèè äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêè îòðàæåíèÿ ðåçîíàòîðà

Будем предполагать, что в результате измерений
(например, при помощи стандартного панорам-
ного измерителя) получена частотная характе-
ристика ( ),R f  описывающая отражение от резо-
натора, включенного как оконечное устройство.
Эта зависимость определена своими N значения-
ми { }1 2( ), ( ), , ( )NR f R f R f=R

G
…  на дискретной

сетке частот 1 2{ , , , }.Nf f f=f
G

…  Поскольку час-
тотная характеристика резонатора ( )R f  может
быть представлена дробно-рациональной моде-
лью [8] (определяемой коэффициентами полино-
мов числителя 0 1{ , , , }Ma a a=aG …  и знаменателя

0 1{ , , , }) :Mb b b=b
G

…

Рис. 4. Зависимости модуля коэффициента отражения, чис-
лителя и знаменателя выражения (1) от частоты для идеаль-
ного резонатора с невзаимным диссипативным несимметрич-
ным узлом связи с малым коэффициентом отражения
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параметры резонатора (резонансная частота, доб-
ротность, коэффициент связи) должны определять-
ся полюсами p p p

1 2{ , , , }Mf f f=pG …  и нулями
z z z
1 2{ , , , }Mf f f=zG …  этой модели. Здесь M – по-

рядок модели и .M Mg a b=
В общем случае задача аппроксимации отно-

шением полиномов является сложной нелиней-
ной проблемой, которая требует значительных
вычислительных ресурсов. Это может приводить
к отсутствию гарантированного и устойчивого
решения. Поэтому актуально рассмотрение бы-
строй и устойчивой процедуры определения па-
раметров дробно-рациональной модели, дающих
возможность физической интерпретации.
Для решения задачи аппроксимации частотной

характеристики резонатора дробно-рациональной
функцией была использована цепная дробь [14]
порядка 2 1,L M= +

( ) 1
1

2
2

1
1

, ,L
L

L
L

L

f fR f r
f fr

f fr
r

−
−

−= +
−+

+
−+

f
�G
�
…… �

которая определяется опорными точками L =f
G

1 2{ , , , }Lf f f ⊂ f
G� � �…  и позволяет выполнять интер-

поляцию заданной в этих точках функции ( ).MR f
Параметры цепной дроби 1 2{ , , , }L Lr r r=rG …
находятся через значения функции L =R

K

{ }1( ), , ( )LR f R f� �…  в опорных точках Lf
G

 в соот-
ветствии с [14]

1

1
2

1

, 1, 2, , .

( )

k k
k

k

k

f fr k L

f f r
R f r

−−= =
−

− −
−

� �
…… …� �

�

Интерполяция цепными дробями предполагает,
что дробно-рациональное представление (2) имеет

определенный порядок полиномов числителя
и знаменателя, который определяется порядком
цепной дроби (числом точек, по которым прово-
дится интерполяция) 2 1.L M= +  По параметрам
цепной дроби при помощи итерационной процеду-
ры (для 0, 1, , )m M= …

1 1 1
0 1
1 1 1
0

, 0

1, 0

k k k k
L m m L k m L k m m

k k
m m m

a r a a r a f b b

b b b a

+
− − −

+

⎧ ⎧= = = − +⎪ ⎪
⎨ ⎨

= = =⎪ ⎪⎩ ⎩

�
…

( 1, 1)k L= −

можно вычислить коэффициенты полиномов
{ }

0,
L
m m M
a

=
=aG  и { }

0,
,L

m m M
b

=
=b
G

 а по ним найти па-
раметры модели в виде векторов нулей zG  и по-
люсов .pG

Аппроксимирующие возможности цепной
дроби определяются отобранными опорными
точками ,Lf

G
 т. е. множеством 1 2{ , , ..., }Ln n n=I

отобранных индексов из множества индексов
всех частот ,f

G
 на которых задана анализируе-

мая функция. Очевидно, что при прочих равных
условиях качество аппроксимации будет лучшим
в случае, если отобраны точки с наибольшими
значениями отношения сигнал/шум. Поэтому
критерием оптимальности отобранных для про-
ведения интерполяции L опорных точек L =f

G

{ }k
k

n n
f

∈
=I I

f
G

 может являться значение ошиб-
ки аппроксимации

2
( ) ( ) ,Lδ = −I R R I

G G

где ( ) ( ){ }1( ) , , , ,L L L NR f R f= I IR I f f
G GG

…  – дробно-
рациональная модель, построенная на основе цеп-
ной дроби порядка L по набору опорных точек
частот .If

G

Будем говорить, что набор индексов 1I  лучше,
чем 2,I  если ошибка аппроксимации для пер-
вого случая, будет меньшей, чем для второго:

1 2( ) ( ).δ < δI I  Оптимальным набором точек optI
для проведения интерполяции будем считать тот,
который обеспечивает минимальное значение
ошибки аппроксимации на множестве N

LI  всех
возможных наборов длиною L из множества N
отсчетов:

( )opt argmin ( ) .
N
L∈

= δ
I I

I I
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Полное число доступных для перебора вариантов
( )! !( )!N L N L−  конечно, но очень велико. Поэто-

му поиск оптимального набора путем простого
перебора из всех возможных вариантов неприем-
лем с точки зрения временных затрат.
Для решения этой проблемы был предложен

упрощенный подход к отбору оптимальных от-
счетов, основанный на итерационной процедуре
наращивания порядка модели, одномерной проце-
дуре поиска лучшего отсчета для последней опор-
ной точки и циклической смене порядка опорных
точек. Оптимальные отсчеты 1 2{ , , ..., },k kn n n=I
полученные на предыдущем этапе k, использу-
ются на следующем этапе 1.k +  При увеличении
порядка модели на единицу должен быть добав-
лен отсчет 1,kn +  исходя из одномерной оптимиза-
ционной процедуры выбора того отсчета, кото-
рый при добавлении к уже сформированному
набору kI  минимизирует ошибку аппроксимации.
Суть одномерной процедуры поиска лучшего
отсчета для последней опорной точки состоит в
следующем. Множество из k индексов, опреде-
ляющее опорные точки, разбивается на два под-
множества: первое, включающее 1k −  индексов,

1 1 2 1{ , , ..., },k kn n n− −=I  которые в пределах одной
итерации поисковой процедуры сохраняются не-
изменными, и второе, состоящее всего из одного
последнего индекса kn  исходного множества ,kI
который предполагается уточнять путем после-
довательного перебора всех возможных для дан-
ного этапа индексов 1{1, 2, , } .k k kn N −∈ = −J I…
Смысл этого подхода состоит в том, что од-

номерный перебор путем изменения лишь од-
ной последней опорной точки численно может
быть реализован более быстро за счет исполь-
зования выражений, позволяющих вычислять
цепную дробь через цепную дробь на единицу
меньшего порядка. Для опорных точек 1k−I  оп-
ределяются числитель и знаменатель цепной
дроби данного порядка, а также на единицу мень-
шего. Затем производится последовательный пе-
ребор значений kn  из множества kJ  с вычисле-
нием соответствующего значения ошибки апп-
роксимации для опорных точек с индексами

1{ , }.k k kn−=I I  При этом для отобранного отсче-
та ( )1argmin { , }

k
k k n
n n− ∈

⎡ ⎤= δ⎣ ⎦ J
I  вычисляется зна-

чение kr  с помощью итерационной схемы:

( ) ( )1 1
1 1( ); ,

k k

j j
k n k n j k jr R f r f f r r−

− −= = − −�

2, ..., ; .kk kj k r r= =

Затем, с его использованием, для всех точек f
G

уточняется значение цепной дроби, вычисляемой
с учетом добавляемой опорной точки с индексом
:kn

( ) ( ) ( )k k
kR f P f Q f= =

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k
k kr P f P f r Q f Q f− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��

где в качестве вторых слагаемых использованы
заранее вычисленные значения величин:

( )1 2 1
1( ) ( ) ( ) ( ),k k k k

k kP f f f P f P f r P f− − −
−= − = −��

( )1 2 1
1( ) ( ) ( ) ( ).k k k k

k kQ f f f Q f Q f r Q f− − −
−= − = −��

Третья идея упрощенного подхода к отбору оп-
тимальных отсчетов состоит в циклическом уточ-
нении отобранных отсчетов 

kI
f
G

 с целью сни-
жения ошибки аппроксимации, выполняемой
путем циклической смены порядка опорных то-
чек и повторного поиска лучшего отсчета для
последней опорной точки. Связано это с тем, что
отобранный лучший отсчет для последней опор-
ной точки ( )1argmin { , }

k
k k n
n n− ∈

⎡ ⎤= δ⎣ ⎦ J
I  зависит

от значений индексов 1.k−I  Оптимальный отсчет
(в отличие от субоптимального) не должен за-
висеть от 1.k−I  Дальнейшее улучшение качества
аппроксимации достигалось за счет использова-
ния нелинейной оптимизации по вектору парамет-
ров цепной дроби Lr

G  для зафиксированного на
предыдущем этапе оптимального набора опор-
ных точек.
Рассмотренная дробно-рациональная аппрок-

симация частотных характеристик резонаторов
с постепенным увеличением порядка модели дает
возможность вычислять комплексные собствен-
ные частоты резонаторов в реальном масштабе
времени с незначительными погрешностями даже
в случае больших погрешностей как самих изме-
рений, так и значений дискретных частот, на ко-
торых проведены измерения. Более того, исполь-
зование аппроксимационного подхода для об-
работки резонансных характеристик позволяет
эффективно определять параметры резонаторов
по данным измерений на сетке частот, шаг кото-
рой превышает ширину резонансных кривых.
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4. Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïîëóäèñêîâîãî
äèýëåêòðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà

Оценки полюсов и нулей, полученные в результате
применения дробно-рациональной аппроксимации
резонансных кривых к рассмотренным выше
характеристикам отражения, представлены на
рис. 2, а и рис. 3 маркерами в виде креста (для по-
люса) и окружности (для нуля), на уровнях, соответст-
вующих минимуму резонансной кривой. При слабой
связи оценки полюса и нуля накладываются друг
на друга, при сильной связи они расходятся, как
это и предусматривает анализ выражения (1).
Использование дробно-рациональной аппрок-

симации с постепенным увеличением порядка
модели позволило выявлять высокодобротные
резонансы со слабой связью на фоне низкодоб-
ротного. Так, при 23d =  мм вид резонансной
кривой в основном определяет низкодобротный
резонанс (рис. 5). Поэтому ее аппроксимация од-
нополюсной функцией ( 1)M =  не позволяет выя-
вить высокодобротный резонанс колебания типа
шепчущей галереи. Действительная часть оцен-
ки полюса оказывается вне пределов рассматри-
ваемой полосы частот. Использование порядка
модели 2M =  позволило получить оценку полю-
са, соответствующего резонансу колебания типа
шепчущей галереи (показан маркером в виде
креста на рис. 5), и достичь более точной аппрок-
симации резонансной кривой.

С целью исследовать влияние связи на доб-
ротность полудискового диэлектрического резо-
натора оценки нагруженной добротности при по-
мощи дробно-рациональной аппроксимации с ис-
пользованием цепных дробей были получены
для нескольких значений радиального местопо-
ложения узла связи d. Поскольку, как показано
выше, однополюсная аппроксимация не всегда оп-
ределяется высокодобротным информативным
полюсом, при проведении анализа порядок моде-
ли M увеличивался. Результаты расчетов зави-
симости добротности от параметра ,dρ  полу-
ченные для разных M, демонстрируют значитель-
ное снижение нагруженной добротности в облас-
ти сильной связи ( 34 37d = ÷  мм) и приближение
ее к значению собственной добротности при уда-
лении от этой области. Чтобы оценки добротно-
сти высокодобротного колебания в области сла-
бой связи были неискаженными, порядок модели
M должен учитывать наличие других колебаний,
которые оказывают существенное влияние на
формирование соответствующей частотной ха-
рактеристики.
Для демонстрации эффективности предложен-

ного подхода полученная зависимость доброт-
ности от степени связи сопоставлена на рис. 6
с аналогичными оценками добротности, найден-
ными классическими методами. Кривая 1 – это
оценки добротности, полученные при помощи
дробно-рациональной аппроксимации, кривая 2
получена на основе подхода [6], кривая 3 – по
методике [3]. Видно, что методика [3], предпо-
лагающая определение уровня половинной мощ-
ности, дает намного заниженные оценки, причем
ее удалось использовать не для всех имеющихся

Рис. 5. Характеристика отражения полудискового резонато-
ра при 23d =  мм и результаты ее аппроксимации однопо-
люсной и двухполюсной функциями

Рис. 6. Зависимости добротности колебаний от положения
узла связи, полученные разными методами
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частотных характеристик. Отказ от использова-
ния уровня половинной мощности, как это сдела-
но в [6], позволяет получить оценки для всех ха-
рактеристик, но они все равно оказываются явно
заниженными. Наиболее точно дает оценки на-
груженной добротности рассмотренный подход,
причем полученная кривая имеет четко выражен-
ный минимум в области сильной связи, чего не
наблюдается при использовании других подходов.
При сильной связи для рассматриваемого типа

резонатора характерна существенная асиммет-
ричность резонансной кривой и несовпадение по-
ложений полюса и нуля на оси действительных
частот. Поскольку дробно-рациональная аппрок-
симация резонансных кривых дает информацию
о ее полюсах и нулях, было проведено исследова-
ние зависимости их значений от степени связи.
Была выявлена синхронность изменений разно-
стей действительных и мнимых частей значений
полюса pf  и нуля zf  при варьировании степени
связи за счет изменения радиального местополо-
жения узла связи: наиболее заметно значения
полюсов и нулей отличались в области сильной
связи и стремились друг к другу при удалении
от этой области, что хорошо иллюстрируется ре-

зультатами дробно-рациональной аппроксимации,
приведенными в табл. 1. Зависимость разности
значений полюса и нуля p zf f−  от степени свя-
зи позволяет определять степень связи.
Значения оценок полюсов, а следовательно,

оценок резонансной частоты при изменении сте-
пени связи в широких пределах сохраняются прак-
тически неизменными, несмотря на то, что мини-
мум частотной характеристики изменяет свое
местоположение, причем при слабой связи резо-
нансная кривая имеет симметричный, а при силь-
ной связи – ярко выраженный несимметричный
характер.
При варьировании размера щели также наблю-

дается синхронность изменений разности значе-
ний полюса pf  и нуля :zf  чем шире щель, тем
больше не совпадают их значения. Зависимость
разности значений полюса и нуля p zf f−  от раз-
мера щели, представленая в табл. 2, подтверж-
дает, что по значению указанной разности можно
определять степень связи. Следует отметить, что
при слабой связи ( 0.1b =  мм) значение действи-
тельной части полюса (37.994 ГГц) практически
совпадает с точным значением частоты собствен-
ного колебания (37.8616 ГГц).

dρ Re( ), ГГцpf Im( )pf Re( ), ГГцzf Im( )zf Re( )p zf f− Im( )p zf f−

0.93 33.553 0.021 33.553 0.020 0.000 0.001
0.98 33.546 0.022 33.547 0.018 0.001 0.004
1.03 33.537 0.032 33.548 0.014 0.011 0.018
1.05 33.541 0.044 33.570 0.009 0.029 0.035
1.08 33.552 0.054 33.591 –0.004 0.039 0.058
1.11 33.557 0.056 33.589 –0.013 0.032 0.069
1.15 33.554 0.051 33.582 –0.005 0.028 0.056
1.22 33.540 0.044 33.571 0.014 0.031 0.030
1.30 33.531 0.044 33.543 0.039 0.012 0.005

Таблица 1. Зависимость значений полюса и нуля резонансной кривой от положения узла связи d

, ммb Re( ), ГГцpf Im( )pf Re( ), ГГцzf Im( )zf Re( )p zf f− Im( )p zf f−

0.1 37.994 0.028 37.995 0.017 0.001 0.011
0.2 37.996 0.032 37.998 0.014 0.002 0.018
0.5 38.011 0.042 38.022 0.003 0.011 0.039
1.0 38.010 0.059 38.050 –0.019 0.040 0.078
1.5 38.029 0.075 38.106 –0.030 0.077 0.105

Таблица 2. Зависимость значений полюса и нуля резонансной кривой от ширины щели связи b
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5. Âûâîäû

1. Нарушение условий взаимности, недиссипатив-
ности, симметрии в элементе связи, которое на-
блюдается при практической реализации диэлек-
трического полудискового резонатора, вызывает
асимметрию частотной характеристики отраже-
ния и нарушает корректность применения класси-
ческих методов измерения собственной частоты
и добротности, развитых для полых волноводных
резонаторов с малыми отверстиями связи.

2. Реализация дробно-рациональной аппрокси-
мации частотной характеристики отражения ди-
электрического полудискового резонатора на ос-
нове цепных дробей позволяет получить коррек-
тные оценки собственной комплексной частоты
и, соответственно, добротности.

3. Для больших размеров отверстия связи в
резонаторе формируются как высокодобротное
собственное колебание типа шепчущей галереи,
так и низкодобротное. Это обстоятельство при-
водит к необходимости использовать дробно-ра-
циональные модели повышенного порядка, учи-
тывающего оба этих существенных колебания.

4. Разность значений действительных и мни-
мых частей полюса и нуля частотной зависимо-
сти коэффициента отражения позволяют оценить
степень связи резонатора с возбуждающим вол-
новодом.
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ВИЗНАЧЕННЯ РЕЗОНАНСНОЇ ЧАСТОТИ
ТА ДОБРОТНОСТІ НАПІВДИСКОВОГО
ДІЕЛЕКТРИЧНОГО РЕЗОНАТОРА
ЗА ДОПОМОГОЮ
ДРОБОВО-РАЦІОНАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ

У статті розглядаються проблеми визначення резонанс-
ної частоти і добротності коливань типу шепочучої гале-
реї в напівдисковому діелектричному резонаторі. Дослід-
жено вплив порушень умов взаємності, недисипативності,
симетрії в елементі зв’язку на вид частотної характерис-
тики відбиття такого резонатора. Для цих випадків проана-
лізовано питання щодо коректності застосування класич-
них методик вимірювання власної частоти і добротності ре-
зонатора. Для розв’язання даної задачі було розглянуто
можливість застосування дробово-раціональної апро-
ксимації частотної характеристики резонатора. Запропо-
новано реалізацію дробово-раціональної апроксимації
на основі ланцюгових дробів, яка дозволяє отримувати
стійкі коректні оцінки власної комплексної частоти і, відпо-
відно, добротності резонатора. Використання розгляну-
того підходу дозволило проаналізувати залежності влас-
ної частоти напівдискового діелектричного резонатора
від ступеня зв’язку, обумовленого радіальним місцепо-
ложенням і шириною щілини зв’язку. Було показано, що
за різницею значень полюса і нуля можна судити про
ступінь зв’язку.
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DETERMINATION OF THE RESONANCE
FREQUENCY AND THE Q-FACTOR
OF A HALF-DISK DIELECTRIC RESONATOR
USING FRACTIONAL RATIONAL APPROXIMATION

The problems of determining the resonant frequency and the
Q-factor of whispering gallery type oscillations in a half-disk
dielectric resonator have been considered. The influence of vio-
lations of the conditions of reciprocity, non-dissipative cha-
racter, symmetry for coupler of the resonator on its reflection
characteristic versus frequency are investigated. For mentioned

cases, the correctness of using classical methods of measuring
the resonator natural frequency and Q-factor of the resonator
has been analyzed. To solve this problem, the possibility of
using a fractionally rational approximation of the resonator
frequency response was discussed. The realization of the ra-
tional approximation based on continued fractions is proposed
that allows obtaining stable estimates for evaluating the com-
plex frequency and Q-factor. The use of this approach has
allowed analyzing the dependence of the natural frequency of
the half-disk dielectric resonator versus degree of coupling which
is determined by radial location and width of the coupling slot.
It has been shown that the difference between the pole and
zero frequencies allows estimating the degree of coupling.
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