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Предмет и цель работы: Теоретически исследуется рассеяние радиоволн звуковым импульсом в атмосфере.
Методы и методология работы: С использованием квадратичного разложения фазы и гауссовых диаграмм направлен-
ности излучающих систем анализируется асимптотика рассеянного поля в приближении дифракции Френеля.
Результаты работы: Показано, что для малых углов обратного рассеяния поле определяется эффектами фокусировки.
Заключение: Предлагается объяснение фокусировки наличием “вырожденных” седловых точек фазы исследуемой по-
дынтегральной функции.
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1. Ââåäåíèå

Радиоакустическое зондирование (РАЗ) – доста-
точно известный в настоящее время дистанцион-
ный метод изучения атмосферы. Основой многих
теоретических расчетов этого метода является
модель рассеяния, впервые предложенная одним
из авторов данной работы в 1969–1970 гг., о чем
упоминалось в [1]. Суть модели заключается
в замене диаграмм направленности излучающих
систем гауссовыми и конечных пределов интег-
рирования по соответствующим переменным
на бесконечные. Для случая однопозиционной ло-
кации такой прием позволяет вычислить рассеян-
ное поле в аналитическом виде [2, 3] как функцию
внешних физических параметров (частота, даль-
ность, скорость ветра и т. д.).

Позже указанная модель использовалась дру-
гими авторами при анализе иных случаев лока-
ции [4].

Обращение к этой отнюдь не новой теме ис-
следований обусловлено несколькими причинами.
Во-первых, некоторые важные свойства рассмат-
риваемого явления могут быть выяснены с по-
мощью общих асимптотических методов [5],

сформировавшихся в последние десятилетия.
Во-вторых, имеющиеся результаты расчетов [4] и
их интерпретация требуют уточнений. В-третьих,
опыт вычислений в [2, 6] позволяет указать связь
используемой модели рассеяния с известным
асимптотическим методом перевала.

Проведение исследований в соответствии с
вышеперечисленными пунктами составляет цель
настоящей работы.

2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ðàññåÿííîãî ïîëÿ

Поле, рассеянное неоднородностями диэлектри-
ческой проницаемости 1( , ),r t


 в точке наблюде-

ния 2R


 может быть представлено борновским
приближением для решения задачи рассеяния волн
слабонеоднородной средой ([3], c. 433; [7], c. 145):
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Здесь V – объем, занимаемый указанными нео-
днородностями; 0 1   – невозмущенное значение
диэлектрической проницаемости воздуха;

0exp{ } ( )i t E r 
 

 – напряженность электрическогоо
поля падающей волны. Для источника с диаграм-
мой направленности 1( ),G m


 расположенного в точ-

ке 1,R


 поле в дальней зоне передающей антенны
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0 0 1 1 1( ) ( )exp ,E r E R r G m ik R r


  
      

(2)

 1 1 .m R r R r    
   

Если регистрация поля в точке 2R


 производится
с помощью антенны с диаграммой направленнос-
ти 2 ( ),G n


 то его значение (см. [7], c. 158)
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Здесь 1eA  – константа, связанная со свойствами
антенны (эффективная площадь, коэффициент на-
правленного действия и т. д.).

Возмущение 1( , ),r t


 вызванное излучением
расположенного в точке aR


 импульсного акус-

тического источника в однородной атмосфере
имеет вид ([3], c. 435; [8], c. 66)

 
1

1( , ) a a a ar t A U t R r c R r


       
   

 cos ( )( ) ( ),a a a a a a a at K R r K v c R r G m      
    

(4)

  ,a a am R r R r    
   

где aA  – константа, определяемая мощностью
звукового источника и его направленностью;

( )a aG m


 – звуковая диаграмма направленности
излучения; a  – частота звука; a a aK c   –
волновое число; ac  – невозмущенная скорость
звука; v


 – скорость ветра, ( )U t  – форма (оги-

бающая) звукового импульса.
Особенностью рассматриваемой задачи яв-

ляется зависимость от большого числа внешних
параметров: 1,R


 2 ,R


 ,aR


 ,  k, , ,a aK  ,ac


 1,G

2 ,G  .aG  Даже при наличии точного аналитичес-
кого решения возникает необходимость фикса-
ции значений большинства из них, чтобы просле-
дить закономерности поведения решения при из-
менении значений двух-трех параметров. Поэто-
му в целях выяснения физического механизма
рассеяния ограничимся (как и в [4], глава 4) слу-
чаем безветренной атмосферы ( 0) 


 и векто-

рами 1,R


 2 ,R


 ,aR


 лежащими в одной плоскостисти
( 0).y   Начало декартовой системы координатт

0r 


 поместим в точку пересечения заднего вол-
нового фронта (при импульсном излучении звука)
с направлением (0,0,1)am 


 звуковой диаграммы.

При таком выборе ось Oz ориентирована в на-
правлении излучения звукового импульса (рис. 1),
а 1 1 1( ,0, ),R x z


 2 2 2( ,0, ),R x z


 (0,0, ).a aR z 


Обозначив 2s aA   и представив cos{...} в
(4) суммой двух экспонент, приходим к следую-
щему выражению для 1 2( , ) :E R t
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где

1 2( ) a ar k R r k R r j R r         
     

 (6)

фаза подынтегрального выражения.
Форма импульса ( )U t  будет детализирована в

ходе дальнейших вычислений.

Рис. 1. Геометрия рассеяния
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Интеграл (5) относится к типу осциллирующих
(интегралов от осциллирующих знакопеременных
функций), общим методом асимптотических вы-
числений которых является метод стационарной
фазы и его модификации при наличии катастроф
фазового фронта [5].

3. Óñëîâèå ôîêóñèðîâêè ðàññåÿííîãî ïîëÿ

В соответствии с методикой [1] представим
фазу ( )r


 разложением (до квадратичных по

( , , )r x y z


 членов разложения), характерным для
приближения дифракции Френеля. Так, разложе-
ние первого слагаемого в (6) в окрестности нача-
ла координат 0r 


 имеет вид
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(9)

Возможность ограничения квадратичными члена-
ми разложения требует малости членов третьего

1,3O  и четвертого 1,4O  порядков. Для случая

1( ) ~m r r
 

 достаточно условия

2 2 2
1,3 1 1 1~ ( 2 ) ( ) ( ) 1.O k R m r r m r  

   
 (10)

Если же 1( ) ,m r r
 
  то достаточным условием

будет требование

4 3
1,4 1~ ( ) (8 ) 1.O kr R  (11)

Авторы [4] на с. 76 указывают именно такой кри-
терий применимости своих разложений, что накла-
дывает ограничения на продольный размер обла-

сти разложений 1( )m r r
 
  (“тонкий” звуковой

пакет).

Аналогичным образом выглядят выражения

для разложений второго 2,2 2,3 2,4( , , )O O O  и третье-

го ,2 ,3 ,4( , , )a a aO O O  слагаемых в фазе (6) с заме-

нами 1( )R


 на 2R


 и ( ),aR


 1m


 на 2 2 2n R R


 и

a a am R R 


 соответственно. В результате по-

лучим
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Нижний индекс “0” означает, что производные
берутся в точке 0.r 



Заметим, что возможна ситуация, когда ма-
лость членов разложений 3-го и 4-го порядков
каждой из трех составляющих фазы (6) недоста-
точна для выполнения неравенств (10) и (11),
однако их сумма в некоторой области значений

aK k  может быть достаточно малой, чтобы ею
можно было пренебречь. Такая ситуация из прак-
тики РАЗ будет рассмотрена позднее в ходе кон-
кретных вычислений.

В общем случае 0xza   и разложение (12) фазы
содержит слагаемые второго порядка со смешан-
ным произведением xz. Преобразование r r

 

поворота системы координат вокруг оси Oy (см
[1], формулу (21)) на угол

 φ (1 2)arctg ( )xz xx zza a a  (20)
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приводит 1( )r


 к виду

1 1( ) ( ) ,r r a r     
   

(21)

где a


 – результат поворота .a


При этом преобразовании квадратичная часть
разложения приобретает канонический вид квад-
ратичной формы

2 2 2
2 2( ) ( ) .xx yy zzr r A x A y A z        
 

(22)

Величины , , ...xx yyA A  определяются формулами
([1], формулы (16))

2 2
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sin φ cos φ sin φcosφ,

0.

xx xx zz xz

yy yy

zz xx zz xz

xz

A a a a

A a

A a a a

A

   





  
 

(23)

Последующее преобразование сдвига

sr r R  
 

(24)

позволяет в разложении убрать члены первого
порядка, в результате чего

2 2 2( ) ( ) ,s xx yy zzr R A X A Y A Z       


(25)

2 2 2
0 .s xx s yy s zz sA x A y A z        (26)

В этих формулах ( , , ),R X Y Z


 а компоненты ра-
диус-вектора стационарной (седловой) точки

( , , )s s s sr x y z   


 определяются уравнениями:

2 0,

2 0,

2 0.

x s xx
s

y s yy
s

z s zz
s

a x A
x

a y A
y

a z A
z


    


   




   


(27)

Характерные масштабы осцилляций экспоненты
с фазой (25) вдоль осей X, Y, Z порядка

1 21 2 1 2
~ , ~ , ~ .x xx y yy z zzl A l A l A  

Соответствующие масштабы изменений пре-
дэкспоненциального множителя под знаком ин-
теграла в (5) порядка 1 3

efV  (где efV  фактически
является областью взаимного пересечения диаг-

рамм в пределах звукового импульса). В случае,
когда

1 3, , ,x y z efl l l V (28)

для стационарных точек, принадлежащих ,efV
асимптотическая оценка (5) по методу стационар-
ной фазы ([9], c. 186, формула (2.6’)) приводит
к результату

1 2( , ) ~ ( )exp{ 4}exp{ }.x y z s sE R t l l l f r i i  
  

(29)

Здесь  – сигнатура квадратичной формы (25), а
( )sf r
 

 – значение предэкспоненциального множи-
теля в стационарной точке.

В противоположном случае, 1 3, , ,x y z efl l l V  что
реализуется в области значений внешних пара-
метров, при которых , , 0,xx yy zzA A A   обычный
метод стационарной фазы становится непри-
меним. При этом согласно (22) в повернутой
системе координат 2 ( ) 0,r 


 и вычисление

интеграла (5) в силу линейной зависимости

0 1( ) ( )r r    
 

 в этом случае сводится к
процедуре асимптотической оценки преобразова-
ния Фурье от предэкспоненциального множителя

( ).f r
 

 Максимум модуля этой оценки достигает-
ся при 0.a


 Согласно (14) условие 0a 


 мож-ж-

но записать в виде

1 2( ) 0.a ak m n jΚ m    
  

(30)

При этом оценка интеграла (5) ввиду отсутствия
осцилляций подинтегрального выражения сводит-
ся к теореме о среднем значении

1 2 0( , ) ~ ( )exp{ }.ef cE R t V f r i 
 

(31)

где ( )cf r
 

 – значение в некоторой средней точкее
,cr


 принадлежащей .efV  Из сравнения (29) и (31)
с учетом (28) следует, что во втором случае рас-
сеянное поле намного больше.

Величины ,xxA  ,yyA  zzA  в базисе R


 с точностью
до множителя 2 совпадают с элементами матрицы
Гесса, являющейся в этом базисе диагональной.
Их обращение в нуль означает вырождение этой
матрицы, что является признаком фокусировки рас-
сеянного поля ([5], c. 1555; [10], c. 431–433).

Значения физических величин, отвечающих это-
му явлению, можно получить, выразив нулевые
значения ,xxA  ,yyA  zzA  через значения внешних
параметров, заданных в исходном базисе .r
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Складывая первое и третье равенство (23) с уче-
том (16)–(19), получим

.xx zz xx zz yy yyA A a a a A     (32)

Процедура вычитания этих же равенств приводит к

( )cos 2 sin 2 .xx zz xx zz xzA A a a a     (33)

Имея ввиду (20), это выражение можно перепи-
сать в виде

2 2( ) .xx zz xx zz xzA A a a a    (34)

Если 0,yyA   то из (32) следует

0,xx zza a  (35)

а из условия 0xx zzA A   в соответствии с (34) –

0,xx zza a  (36)

0.xza  (37)

Вычитая (36) из (35), получим

2 2
1 2

1 2

0,
2

x x
zz

m nk
a

R R

 
   

 
(38)

что может быть выполнено лишь при 2 2
1 2 0.x xm n 

Это влечет за собой 2 2
1 2 1,z zm n   поскольку 1,m



2,n


 am


 лежат в плоскости 0.y 
В результате

1 2

1 1 1
0.

2 2
a

xx yy yy
a

Kk
a j a A

R R R

 
      

 
(39)

Условие (37) для xza  при таких 1m


 и 2n


 такжее
выполняется. Условие (39) может быть выполне-
но лишь для разностной гармоники в рассеянном
поле ( 1),j    причем оно сводится к требованию

1 2

1 1 1
.a

a

K

R R k R
  (40)

С учетом полученных ограничений, 1,j  

1 1(0,0, ),zm m


 2 2(0,0, ),zn n


 и по условию зада-
чи, (0,0,1),am 


 условие обращения в нуль векто-

ра 
0

d

d
a

r

 
  
 


  сводится к требованию

1 2( ) 0.z z z aa k m n K    (41)

При расположении всех антенн в полупростран-
стве 0z   имеем 1 1,zm    2 1zn    и условие
(41) можно переписать в виде

2.aΚ k  (42)

Подставив (42) в (40) получаем формулу сфери-
ческого зеркала ([11], c. 422):

1 2

2 1 1
,

aR R R
  (43)

которая связывает фокусное расстояние 2aR

вогнутого сферического зеркала с расстояниями
от зеркала до источника 1R  и изображения 2.R

Рассмотрим случай симметричного располо-
жения 1 ( ,0, )aR R 


 и 2 ( ,0, )aR R 


 относитель-
но (0,0, ),a aR R


 когда

2 2 2
1 2 2 ...,a a aR R R R R     

при этом 1 2 1 ,x xm n R    1 2 1 .z z am n R R  
При такой симметрии 0.xza   В результате

,xx xxA a  ,yy yyA a  .zz zzA a  Из соотношения
(32) следует, что обратиться в нуль могут либо
все три величины, либо одна из них. Первый слу-
чай (при 0)   проанализирован выше, поэтому
исследуем возможность осуществления второго
случая. Пусть

1

0 ,
2

a
yy

a

Kk
A

R R
   (44)

а

2
1

1

0.x
xx zz

m
A A k

R
     (45)

Из равенства (44) следует, что условием такой
одномерной фокусировки является соотношение

2

12
1

2 2 ... 2 .a a
z

a

K R
m

k R R


     (46)

Компоненты вектора a


 согласно (14) равны:

0,xa   0,ya    12 0.z z aa k m K k    Следова-

тельно, и в этом случае 0r 


 является вырож-

денной особой точкой, внутренней по отношению

к .efV  Равенство (44) является при этом усло-

вием одномерной фокусировки ([5], c. 1155).
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В случае равенства нулю xxA  имеем:

2
1

1

1
0,

2
az

xx
a

Km
A k

R R
   (47)

2
1

1

.x
yy zz

m
A A k

R
  (48)

Из (47) получаем условие

2
2 3
1 1 2

1

2 2 2 3 ... .a
a z z

a

R
K k m m

R R


     (49)

При этом 0,xa   0,ya   (2 )z aa k Κ k  
2

1 12 0,z xkm m   что свидетельствует о том, чтоо
0r 


 не является в этом случае стационарной

точкой. Согласно (27) координаты стационарной
точки: 0,sx  0,sy  1 12 .s z zz z az a A R m R     
Данная точка не имеет физического смысла, по-
скольку нарушено основное требование примени-
мости френелевского приближения ( 1),s ar R 
положенного в основу расчетов.

Случай 0,zzA   , 0yy xxA A   при 0   не мо-

жет быть реализован, поскольку 2
1

1
zz x

k
A m

R
 

2
3
1

0.
k

R
 

При фокусировке характерные масштабы из-

менения фазы и предэкспоненциального множи-
теля в (5) сопоставимы, из-за чего обычный метод
стационарной фазы неприменим. Одним из вы-
полнимых способов оценки в этом случае яв-
ляется модель рассеяния, предложенная в [2],
о чем говорилось во введении. Ниже будет пока-
зана связь этой модели с более общим асимпто-
тическим методом – методом перевала в комп-
лексной плоскости.

4. Ðàññåÿííîå ïîëå â îñíîâíîé ñõåìå ÐÀÇ

Расчетам рассеяния для схемы РАЗ, обычно ис-
пользуемой на практике и названной авторами [4]
(см. с. 73) основной, присущи по крайней мере два
недостатка.

Во-первых, сумма разложений трех слагаемых в
фазе (6), представленных в трех различных точках

( ,0,0),r  


 ( ,0,0)r  


 и (0,0,0)r 


 соответ-
ственно, не является, в общем смыс-
ле слова, разложением фазы в точке (0,0,0).r 


 С

некоторой погрешностью такая сумма может пред-

ставлять требуемое разложение фазы лишь для
точек взаимного пересечения областей сходимос-
ти трех вышеназванных разложений. Очевидно,
что подобная ситуация реализуется только при близ-
ком расположении всех трех антенн. Критерии та-
кой близости можно получить, сравнив разложение
в [4] с разложением, представленным формулой (12).
При его выполнении рассеяние можно назвать
“малоугловым обратным рассеянием”. Для него со-
гласно условиям (42) и (46) возможна фокусировка
рассеянного поля.

Второй недостаток расчетов [4] связан с рас-
смотрением частного случая симметричного
расположения радиоантенн относительно звуко-
вой, что не позволяет судить об оптимальности
зондирования в зависимости от расположения
передающей и приемной радиоантенн относитель-
но акустической.

Рассмотрим разложение фазы (12) для основной
схемы РАЗ в “малоугловом” приближении в общем
случае несимметричного расположения антенн:

1 1( ,0, ),aR z  


 2 2( ,0, ),aR z  


 (0,0, ).a aR z 


Проделаем оценку 1,3O  и 1,4 ,O  определяемых
равенствами (10) и (11), для условий 1,z r 

1( ),az  2( ) ,a az r z   означающих, что про-
дольный размер z рассеивающего объема, и раз-
несения 1,  2  радиоантенн относительно зву-у-
ковой не превышают поперечного размера r
рассеивающего объема. При выполнении этих
требований

2 3

1,3 2 2
~ ,

2 2a a

kr kr
O z

z z
  (50)

3 3

1,4 2 2

5
~ .

42 2aa a

kr r kr
O

zz z
   (51)

Очевидно, что малость 1,3O  влечет за собой ма-
лость и 1,4.O

Таким образом, для ограничения квадратичны-
ми членами в данном случае достаточно выпол-
нения (50). При этом разложение фазы (12) приоб-
ретает вид, определяемый формулами (13)–(19)
с конкретными значениями величин:

 
1 22 2

1 11 ,a aR z z          
1 22 2

2 21 ,a aR z z 

,a aR z

 2 2 2
0 1 22 ( ) 2 ... ,a a akz j K k z       

 
(52)
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1 1 2

1

2 2 2
1 1 2

( ) ...,

0,

2 ( ) 2 ... ,

x x a a

y y

z z a a

a x kx z z

a y

a z kz j K k z


      


  


          

 

 

 
 

2 2
2

2 2 2
1 2

2 2
2

2 2 2
1 2

2 2 2 2 2
2 1 2

2 1 2

( 2 ) 2 ( )

(3 2) ... ,

( 2 ) 2 ( )

2 ... ,

( 2 ) ... ,

( ) ( ) ... .

x xx a a

a

y yy a a

a

z zz a a

xz xz a a

a x kx z j K k

z

a y ky z j K k

z

a z kz z z

a xz kxz z z

     


     


     
    


         

     

(54)

Многоточие в этих формулах означает отбро-
шенные более высокие степени величин 1 az
и 2 .az

При симметричном расположении радиоантенн

2 1( )    имеем 2 0.xz   Если же 1 2( ) 0,   
но не превышает размера x объема V, то

2

2 1,32
2 ~ 2 1

2
xz

a

kx
z O

z
   (55)

согласно условиям (50), (51), наложенным ранее.
Поэтому поправкой 2xz  в фазе можно пренеб-

речь, как и 2 ,z  поскольку 2 1,3 .z aO z z 

Положив 2 1 0      в наших разложениях,
можно сравнить исходное для последующих вы-
числений выражение для фазы с тем, которое
получено в [4] на с. 76 при подстановке в форму-
лу (4.9) выражений для 0Ε  и ,s

  определяемых
формулой (4.11) там же:

 2 2
02 a ak q k z z     

2(2 ) (1 2 )(2 ) .ak q z z k q      (56)

В нашем случае

 2 2
02 (2 )a a a ak jK k z z k jK z       

 2 2 2 2
0(1 2 )(2 )( ) ,a a az k jK x y O z     (57)

где  2 2
0 aO z  – соответствующие поправки в

формулах (53), (54).

Учитывая соответствие обозначений ,z z 
,aq Κ  2 2 2( )x y    получаем для разно-

стной гармоники ( 1)j    в рассеянном поле со-

впадение (56) и (57) до членов порядка  2 2
0 .aO z

Для проведения вычислений интеграла в фор-
муле (5) необходимо задать конкретный вид
диаграммных множителей и формы ( )U t  звуко-
вого импульса. Будем рассматривать ( )U t  двух
видов:

1) ( )U t  для импульса прямоугольной формы,

1( ) ( ) 1U t U t   на интервале 00 t    и 1( ) 0U t 
при 0;t  

2) ( )U t  для гауссовой формы импульса,

  2

2 0 1( ) ( ) exp ( 2) ( )U t U t t U t       на ин-

тервале 00 t    и ( ) 0U t   при 0.t  

Диаграммы направленности выберем гауссо-
выми:

 2 2
1 1 1( ) exp ( ) ,eG m r  

 

 2 2
2 2 2( ) exp ( ) ,eG n r  

 

 2 2( ) exp ,a a sG m r 


где

2 2 2 2 2 2 2
1 12 2 ,e e e ak a R k a z  

2 2 2 2 2 2 2
2 22 2 ,e e e ak a R k a z  

2 2 2 22 .s a s aK a z 

Для достаточно узких диаграмм положим

0 2 0 2 1[ ] [ ] .n n n n e         
     

В результате формула (5) примет вид

2
1

1 2 13
( , )

4
e s

a

k e
E R t A

z
  



 

 2 2 2
1 1 2 1,2

1

exp ( ) ( ) ,a e
j

i j t I


       (58)

где

1,2 1,2d d d ( )
u

l

z

z

I x y zU T




   

 2 2 2 2 2
1 1 1 2exp (2 )( ) 2 ( ) ,e s ei x y x         

(59)

(53)
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Здесь ,a aT t R r c   
 

 а uz  и lz  – точки на

переднем и заднем волновых фронтах звукового
импульса соответственно:

2 2 2( ) 2( ) ... ,a a u a u a uc t z z r z z r z z        

0( )ac t   

2 2 2( ) 2( ) ... .a l a l a lz z r z z r z z        

С той же степенью точности для 00 T  

2( ) 2( ) ... ,a a ac t T z z r z z     

где .l uz z z   Отсюда, обозначив ,ac T   по-
лучим

2 2 2( 2 )(1 2 ...).a az z r z r z       (60)

Если во второй скобке пренебречь величиной
2 22 1ar z   (об условиях правомерности этой

ïðîöåäóðû íåñêîëüêî ïîçæå) è перейти от z
к новой переменной 0 ,z     то

1,2 0 1,2exp{ } exp{ } ,x y zI i I I ia z I   (61)

где

2exp{ }d ,x xx xI b x b x x




  (62)

2exp{ }d ,y yyI b y y




  (63)

1,2 1,2

0

exp{ } exp{ } ( )exp{ }d ,
z

z z zia z I ia z f ia


      

(64)

причем

2 2
1(2 )xx e sb     

2 2 2 2 2
1 2 1( 2 )( ) 2 (2 ),a a e sik z z       (65)

2
1 1 22 ( ) ,x e xb ia     (66)

2 2
1(2 ),yy e sb     (67)

а 1( ) 1f    для прямоугольного импульса ( )U t  и

  2

2 ( ) exp ( 2) af z c        для гауссовогоо

импульса ( ).U t

Интегралы (62), (63) являются табличными.
Согласно [12] (с. 344, формула (11)):

 2exp 4 , , (Re 0),x x x xx x xx xxI l b b l b b    

(68)

, (Re 0).y y yy yyI l b b    (69)

Интеграл в (64) является преобразованием Фу-
рье от 1,2 ( )f   на интервале 0 :z   

1,2 1,2exp{ } exp{ 2} ,z zia z I l ia z F    (70)

где

0,al z c     (71)

1

sin ( 2)
,

( 2)
z

z

a z
F

a z





(72)

  2

2 exp 2z aF a c   

  0( ) 2 erf ( ) erf ( ) ,u l       (73)

2( 2 ) 1 ( )( ) ,u a z az c i a z c         (74)

2( 2 ) 1 ( )( ) .l a z az c i a z c          (75)

При 0( 2 ) ( 2 ) ,az c        ,u  

l    и

 2
2 ( )exp ( 2) .a z al F c a c      (76)

Зависимость 
2

1F  и 
2

2F  от 2za z  для ряда зна-

чений 02 ,m     представленная на рис. 2, сви-
детельствует об уменьшении “резонансности”
рассеяния с уменьшением 02 . 

Оценку отброшенных членов в фазе zia z  при
замене (60) имеет смысл проводить для значе-
ний ,za  не слишком отклоняющихся от значений,
приводящих к фокусировке поля, т. е. для

2 .za z  
Оценка отброшенного члена пропорционально-

го ( )z   приводит к условию

 2 2 2 2( ) 2 1,z a aa z r z r z      

легко выполняемому при .ar z   Оценка отбро-
шенного члена 2~ 2 ,ar z
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    2 2 2 4 32 2 2 ( )z a a aa r z r z kr z k z     

1,4 1,4( 2 ) ,O z O   

также приводит к малым поправкам, если 1,4 1.O 

Подставив (62), (63) и (70) в (61), а (61) в (58),
получим

2
1

1 2 13
( , )

4
e s

a

k e
E R t A

z
  



 

 0
1

exp ( ) 2a z
j

i j t i ia z


        

 2 2 2 2
1,2 1,2 1 1 2exp ( ) 4 .x y e x xyl l l F b b     (77)

Абсолютная величина (77) при изменении 1  и 2

определяется зависимостью от этих величин мно-
жителя 1,2F  и показателя экспоненты:

2 2 2 2
1 2 1 1 2φ( , ) ( ) 4 ,e x xxb b       (78)

где для условий дальней зоны 2( 1)e aka z   вто-
рое слагаемое в (78)

2 2 2
1 24 ( )x xxb b      

 
1

2 2 2 2
1 24 1 2 ( ) .e s ea a a


     
  (79)

Характерный масштаб изменений 1 2( )    для
этой величины

2 2
1 2 ~ 2 1 2 .e s ea a     (80)

Значительные изменения первого слагаемого в
(78) наступают при

2
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2

2
( ) ~ , .a

e e s

e

z
r a a

k a


       (81)

Аналогичные изменения 1,2 ,F  как это следует
из (71), происходят при

2 2 2
1 2 ~ 4 ( ).az k z    (82)

Отношение (82) к (81) порядка 24 ( )ea z  
( ).ea   При характерных для практики ве-
личинах 0.1ea z   это отношение больше
4( ) 1,ea    что обеспечивает значительно бо-
лее медленные изменения 1,2F  по сравнению
с экспонентой.

Это является основанием при определении
точек экстремумов (77) считать 1,2F  постоянной

величиной для 1 2, r    и учитывать лишь
изменения показателя экспоненты (78).

При фиксированном значении 1  максимумм

1 2φ( , )   достигается при

 2 2 2 2
2 2 1 1 1 ( ),m e e aO ka z           

(83)

т. е. практически в “зеркальной” точке 2R 


1( ,0, ).az  В этой точке

2 2
1 2 1 1φ( , ) 2 .m e      (84)

Как функция 1  эта величина максимальна при

1 1 0,M     т. е. в условиях однопозиционной
локации.

Характерный масштаб 1  убывания поля с
увеличением 1  в точке 2 2m    согласно (84)

2 1 2
1 1(2 ) ~ .e a ez ka r

    (85)

Характерный масштаб 2  убывания поля при
уходе из “зеркальной” точки 2 2 2m      опре-
деляется из условия

1 2 1 2 2φ( , ) φ( , )m m       

 2 2 2
1 2( ) 1e       

и равен

 
1/ 22 2 1

2 1 ,e r
 

       (86)

что равнозначно оценке (80).

Рис. 2. Резонансные множители 
2

1 ,F  
2

2F
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Таким образом, при заданном 1  для вектора

1 1( ,0, )aR z  


 месторасположения передающей
радиоантенны рассеянное поле сосредоточено в
окрестности “зеркальной” точки 2 2( ,0, ),aR z  



где 2 1 2 ,      а 2 2
2 ~ 2 1 2 .e s ea a a 

С удалением передающей антенны рассеян-
ное поле в “зеркальной” точке убывает как

2 2
1 1exp{ 2 }.e    Характерным масштабом этого

убывания 1  является поперечный размер r
рассеивающего объема.

Поле (77) представлено суммой двух гармо-
ник: суммарной ( 1)j    и разностной ( 1).j  
Суммарной можно пренебречь, поскольку для нее

2 2
1 2

2
2 1,

2 2 2
az

a

jKa z k z
k z

k z

    
     

 


а множитель 1,2 1.F   Разностная же гармони-
ка имеет резонансную природу, связанную с син-
фазным сложением полей, рассеянных отдель-
ными элементами 3d r


 рассеивающего объема V,

при значениях внешних параметров, отвечаю-
щих одномерной фокусировке (формула (46)).
Для этой гармоники 2 0za z   при aK k 

 2 2 2
1 22 2 az    и, соответственно, 1,2 1.F 

При этом согласно формулам (52)–(54) фаза

0( ) constr   


 для всех точек ,r


 принадле-
жащих V.

Частота рассеянного поля (77) определяется
производной по времени ( )t  фазы, которая при

2 1      выглядит следующим образом:

1 2( ) (cos cos ) ... .a a at kc      

2 2
1 1 2 2Здесь cos cos 1a a a a aR R R R z       

проекция направления скорости движения “вырож-
денной” седловой точки 0sr   фазы на направле-
ния 1R


 и 2R


 соответственно.
В обоснование замечания о возможном нару-

шении неравенств (10) и (11) проведем оценки

1,3O  и 1,4 ,O  взяв за исходные данные значения
длин радиоволн e    и ширин диаграмм 2 ,e
приведенные в табл. 2 на с. 24 в [4]. Аналогич-
но [3] оценим радиус апертуры ea  из соотно-
шения 2 ,e e ea     как при дифракции на
щели, а расстояние trR  до переходной зоны

22 .tr
e eR a    Полагая 1 ,aR z  ,a er z    для

1,3O  имеем оценку

2
1,3 2,eO k z  

а для 1,4O   –

2 2 2
1,4 4( ) 8 .e aO z r k z

     

Расчеты проводились для 25,eN z     50
и 100 и 5,tr

aM z R   10 и 20. Расчетные дан-
ные для 1,3O  сведены в табл. 1, а для 1,4O  – в
табл. 2. Данные для 1,3O  подтверждают наруше-
ние неравенства (10) с ростом .eN z  

При нарушении условий (10) и (11) ограниче-
ние квадратичными членами разложения фазы
(6) требует малости сумм:

3 1,3 2,3 ,3 1,aO O O O    (10')

4 1,4 2,4 ,4 1.aO O O O    (11')

Кроме того, малость 2xz  и 2 z  в формулах
(54) уже не обеспечивается условиями (10) и (11).
Эта малость должна обеспечиваться за счет ог-
раничений на 1,  2  и z. Так, при условии

2 2 2
1 2( ) 1r    имеем

22

2 1,3 1,
2

z
a a a

kr z z
O

z z z


   
     

   


5 100 0.484 1.17 1.17

10 50 0.242 0.58 0.58

20 25 0.121 0.29 0.29

Таблица 1. Значения 1,3O  для различных e

3 см,

2 4.5

e

e

 

  

10 см,

  2 7

e

e

 

  

30 см,

  2 7

e

e

 

  
M N

5 100 0.014 0.099 0.099

5 50 0 0.016 0.016

5 25 –0.0036 –0.004 –0.004

10 100 0 0.03 0.03

10 50 –0.0071 –0.009 –0.009

10 25 –0.0089 –0.0195 –0.0195

20 100 –0.014 –0.018 –0.018

20 50 –0.017 –0.039 –0.039

20 25 –0.0187 –0.044 –0.044

Таблица 2. Значения 1,4O  для различных e

3 см,

2 4.5

e

e

 

  

10 см,

  2 7

e

e

 

  

30 см,

  2 7

e

e

 

  
NM
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и малость при 1,3 1O   может быть обеспечена

за счет 1.az z 

Неравенство

2
1 2 1 2

2 1,32 2 1
2

xz
a a

kr z
O

z z r r


 

   
   

при 13 1O   может быть обеспечено за счет

1 2 2,r    что при 1 2, ~ r   возможно

только при 2 1 ,      если 2.r 

Малость 3O  и 4O  требует дополнительных усло-
вий, накладываемых на волновые числа k и .aK

Приближенно 3O  можно записать, восполь-
зовавшись связью (9) между 1,3O  и 1,2O  и ана-
логичными выражениями для 2,3O  и ,3,aO  сле-
дующим образом:

1 2
3 1,2 2,2 ,2 1,2 2,2( )a

a a a a

z x
O O O O O O

z z z z

  
       

 

2 2
1 2

2
,

2 a

o
z

  
  

 

где 
2 2
1 2

22 a

o
z

  
 
 

 – члены, меньшие в 
2 2
1 2

22 az

 
 раз

по сравнению с явно выписанными. При этом со-

гласно (53)–(54)

2 1,2 2,2 ,2 2( ) ( )a
a a a

z z z
O O O O r

z z z
     



2 2 2
1 2

2 2
.

2 2
z

a a

r
a z o

z z


  
   

 

Аналогично

2 2 2
1 2 1 2 1 2

1,2 2,2 2

( )
.

2 2a a a a a

kr
O O o

z z z z z


      
    

 

В результате для 3O  можно получить сле-
дующую оценку:

2 2 2 4
1 21 2

3 2 2 3
2 ...

2 2 2
a

a a a

Kkz r kr
O j

k rz z z
 



  
     

2
1 2

1,4 1,42
... ... ,

a

r
O O

rz




 
     

если рассматривать aK k  вблизи резонансных

значений, при которых 2 .za z 

Оценка таким же образом 4O  приводит к еще

меньшим величинам:

2 2 2

4 22 2 2

1 2.5
... .

4
xz

aa a a

r z r r
O

z k zz z z
  

      


5. Ñâÿçü èñïîëüçóåìîé ìîäåëè
ðàññåÿíèÿ ñ ìåòîäîì ïåðåâàëà

Вычисление интегралов xI  и yI  с заменой преде-
лов интегрирования на бесконечные в форму-
лах (62) и (63) можно рассматривать как резуль-
тат асимптотической оценки методом перевала
([13], c. 465) интегралов типа

 ( ) ( )exp ( ) d ,

z

z

I f z q z z




   




   (87)

где ( )f z  и ( )q z  – аналитические функции комп-
лексной переменной z  (в используемом нами
приближении Френеля это полиномы), а   –
большой параметр задачи (у нас это xxb  и yyb
соответственно).

Если ,Re ( ) ( ) 0,sq z q z        где sz  – сед-д-

ловая точка ( ),q z  то основной вклад в значение

интеграла (87) дает окрестность этой точки, так
что ([13], c. 473)

 
2

( ) ( ) ( )exp ( ) ,
( )

s
s

I I f z q z
q z




     


 



(88)

.  

Здесь   – знак асимптотического равенства при

,  а

 ( ) ( )exp ( ) d ,
P

I f z q z z      (89)

где P – контур, проходящий через ,sz  концевые
точки которого лежат на бесконечности.

Продемонстрируем это на примере интеграла  ,yI
представленного формулой (63). Конкретно в этом
случае ( ) 1f z   (хотя можно было учесть и поп-
равки, содержащие степени 1 ,y R  2 ,y R  ),ay R  а

2( ) ,yy yq z b z b z    
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d
2 0

d sz z yy s y

q
b z b

z
      



условие стационарности ( ) 0sq z   в точке .sz  В
этой точке, 2 ,s y yyz b b   нетрудно вычислить:

2( ) 4 ,s y yyq z b b  

( ) 2 .s yyq z b 

Если учесть, что 0,yb   ( ) 1sf z   и 2 ( )sq z  
2 2
1(2 ),yy e sb      то подстановка этих зна-

чений в формулу (88) приводит к результату (69).
Аналогичный результат получается и для интег-
рала ,xI  определяемого выражением (62).

Если используется нулевой член разложения
предэкспоненциального множителя ( ) 1,f z   то
интегралы xI  и yI  в конечных пределах интегри-
рования выражаются через разность интегралов
вероятности erf ( ) erf ( )z z    (как в формуле
(72)), асимптотика которых ([14], c. 122, форму-
ла 7.1.23) снова приводит к выражениям (68) и
(69) для xI  и .yI  Такое совпадение вполне ожи-
даемо, поскольку интеграл вероятности является
“каноническим” в методе перевала ([13], c. 458).

6. Çàêëþ÷åíèå

Полученные результаты указывают на то, что
радиоакустическое зондирование в энергетичес-
ком отношении эффективно при “малоугловом”
обратном рассеянии в области значений внешних
параметров, при которых происходит фокусиров-
ка рассеянного поля. Двумерная фокусировка воз-
можна лишь при соосном расположении всех ан-
тенн, когда они находятся на одной прямой, яв-
ляющейся общей осью диаграмм направленнос-
ти их излучения, и отношении волновых чисел

2.aK k   При несоосном, но симметричном рас-
положении 1 2 aR R R   антенн возможна одно-
мерная фокусировка, если выполнено соотноше-
ние 12 .a aK k R R  “Расфокусировка” в попереч-
ном направлении при некоторых ограничениях
на z  и   является несущественной, о чем гово-
рит малость мнимой части xxb  в формуле (68).

Приведенное выше соотношение 2aK k   при
двумерной фокусировке в некоторых исследова-
ниях называют условием Брэгга, хотя оно не
имеет непосредственного отношения к извест-
ным условиям Вульфа и Брэгга, связывающим
волновые векторы плоских волн, рассеянных пе-

риодической структурой, с обратным вектором
этой структуры. Для рассматриваемых сфери-
ческих волн вообще отсутствует понятие “волно-
вого вектора”. Они характеризуются лишь вол-
новыми числами ,a a aK c   .k c   Ход вы-
числений, приводящий к равенствам (40), (46),
указывает на то, что они являются условиями,
которыми определяется местоположение “вырож-
денной” седловой точки фазы, вклад которой в
асимптотику осциллирующего интеграла являет-
ся определяющим ([10], с. 431). При этом усло-
вие (41) нулевого значения вектора

1 2
0

d
( ) 0

d
a aa k m n K m

r

 
     
 

   


можно трактовать как связь между “локальны-
ми” волновыми векторами падающей волны 1,km



рассеянной волны 2kn


 и “локальным” обратным
вектором a aK m


 звуковой решетки в “вырожден-

ной” стационарной точке.

В заключение благодарим рецензента за полез-
ные замечания, которые были учтены авторами в
процессе доработки текста статьи.
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O. Ya. Usikov Institute for Radiophysics and Electronics,
National Academy of Sciences of Ukraine,
12, Akad. Proskura St., Kharkiv, 61085, Ukraine

ON PECULIARITIES OF RADIO WAVE SCATTERING
BY A SOUND PULSE IN THE ATMOSPHERE

Purpose: Scattering of radio waves by a sound pulse in the
atmosphere is investigated theoretically.
Design/methodology/approach: The asymptotic of the scattered
field in the approximation of the Fresnel diffraction is analyzed
using the quadratic expansion of the phase and Gaussian direc-
tional patterns of radiating systems.
Findings: It is shown that for small angles of backscattering the
field is determined by the focusing effects.
Conclusions: Explanation of the focus by “degenerate” saddle
points of the studied integrand phase is suggested.

Key words: waves scattering, oscillating integral, stationary phase,
“degenerate” saddle point
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ЩОДО ОСОБЛИВОСТЕЙ РОЗСІЯННЯ РАДІОХВИЛЬ
ЗВУКОВИМ ІМПУЛЬСОМ В АТМОСФЕРІ

Предмет і мета роботи: Теоретично досліджується роз-
сіяння радіохвиль звуковим імпульсом в атмосфері.
Методи та методологія роботи: З використанням квадра-
тичного розкладання фаз та гаусових  діаграм спрямован-
ності випромінюючих систем аналізується асимптотика роз-
сіяного поля у наближенні дифракції Френеля.
Результати роботи: Показано, що для малих кутів зво-
ротного розсіяння поле визначається ефектами фокусу-
вання.
Висновок: Пропонується пояснення фокусування наявністю
“вироджених” сідлових точок фази досліджуваної підінтег-
ральної функції.

Ключові слова: розсіяння хвиль, осцилюючий інтеграл, ста-
ціонарна фаза, “вироджена” сідлова точка
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