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Предмет и цель работы: Рассматривается задача о дифракции E-поляризованной электромагнитной волны на беско-
нечной периодической ленточной решетке с отсутствующей одной лентой.
Методы и методология: Полное поле ищется в виде суммы полей бесконечной периодической решетки и поля, возни-
кающего за счет отсутствия одной ленты. Задача сводится к сингулярным интегральным уравнениям с дополнитель-
ными условиями.
Результаты: Представлены диаграммы направленности рассеянного поля и распределение поля в области над решеткой.
Заключение: Предложен эффективный алгоритм исследования поля, вызванного отсутствием одной ленты.
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1. Ââåäåíèå

Ленточные дифракционные решетки находят при-
менение в технике СВЧ и оптике. Исследова-
нию бесконечных, полубесконечных и ограничен-
ных решеток посвящено большое количество
работ [1–10]. При этом определенный интерес
представляют решетки с нарушением периодич-
ности [11].

Рассмотрим бесконечную периодическую ре-
шетку, расположенную в плоскости 0,z   с от-
сутствующей одной лентой с номером 0. Шири-
на каждой ленты равна 2 ,d  период решетки
равен l. Геометрия структуры представлена на
рис. 1, а. Соответствующая бесконечная решет-
ка без нарушения периодичности представлена
на рис. 1, б. Лента с номером 0 располагается
так, что ее центр совпадает с осью Ox. Структу-
ра однородна вдоль оси Ox.

При решении представим выражение для плот-
ности тока на каждой ленте в виде суперпозиции
двух функций. Первая функция – плотность тока
соответствующей бесконечной периодической ре-
шетки. Вторая – ток, возникающий за счет от-

Рис. 1. Геометрия исследуемой структуры: а – бесконечная
решетка без одной ленты, б – соответствующая ей периоди-
ческая решетка
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сутствия одной ленты. Полное рассеянное поле
запишем в виде суммы полей токов каждой лен-
ты при помощи функций Ханкеля. С использова-
нием интегрального представления функции Хан-
келя поле, возникающее за счет отсутствия одной
ленты, выразим через неизвестную спектральную
функцию. Из граничных условий для уравнений
Максвелла нетрудно получить парные интеграль-
ные уравнения относительно неизвестной спект-
ральной функции. В правой части уравнений стоит
слагаемое, зависящее от поля, рассеянного бес-
конечной периодической решеткой. Это поле най-
дено из парных сумматорных уравнений относи-
тельно амплитуд Фурье плотности тока на каж-
дой ленте бесконечной периодической решетки.

Парные сумматорные уравнения и парные ин-
тегральные уравнения сведены к сингулярным
интегральным уравнениям с дополнительными
условиями, численное решение которых получе-
но методом дискретных особенностей.

Будем предполагать, что на решетку падает
плоская E-поляризованная электромагнитная вол-
на из области 0z   под углом 0  к оси Oy:

 0 0( , ) exp ( ) ,i
xE y z ik y z    (1)
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02 ,     k – волновое число. Зависимость
полей от времени примем в виде exp( ),i t     –
круговая частота.

2. Áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåøåòêà

Рассмотрим бесконечную периодическую решет-
ку (рис. 1, б), на которую падает плоская волна (1).
Отраженное и прошедшее поля в областях 0,z 

0z   представим в виде рядов Фурье с неизвест-
ными амплитудами:
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Обозначим exp( )n nb a i n   при 0n   и 0b 

0 1.a   Появление множителя exp( )i n  связно с

введением локальной системы координат, нача-
ло которой совпадает с центром щели. Ампли-
туды nb  могут быть найдены из парных сумма-
торных уравнений, записанных для одного перио-
да 2 :y l 
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где y  – локальная координата, связанная с цент-
ром щели, 2.y y l  

Следуя идеям работы [10], сведем пар-
ные сумматорные уравнения к сингулярному
интегральному уравнению с дополнительны-
ми условиями. Введем безразмерные величи-
ны (2 ),kl    2 ( 2 ) ,l d l     2 y l    и
функции
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Из уравнения (2) следует, что ( ) 0,U        и

( ) 0, .F      (5)

Амплитуды na  выражаются через функцию ( )F 
при помощи преобразования Фурье с учетом (5)
следующим образом:
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Введем оператор Гильберта, действующий на
произвольную функцию ( )G   по формуле
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причем  2P exp( ) ( ) sgn( )exp( ).in i n in      Обо-
значение v.p. означает, что интеграл понимается
в смысле главного значения по Коши.

Представим уравнение (3) в следующем виде:
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Применяя ко второму слагаемому в (9) опера-
тор Гильберта (8) и выражение (4), а к первому
и третьему слагаемому – выражения (6), (7), с
учетом (5) получаем сингулярное интегральное
уравнение

0

1 ( ) 1
v.p. d ( , ) ( )d , .

F
K F i

 

 


          

    

(10)
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Из уравнения (2) следует дополнительное ус-
ловие
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Скорость сходимости ряда в выражении для ядра
( , )K    можно увеличить по методу Крылова,

используя асимптотику n  при .n 
Заметим, что уравнение (3) получено с учетом

того, что плотность токов вне лент равна нулю,
а уравнение (10) есть прямое следствие уравне-
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где 0  – магнитная проницаемость вакуума, Z –
волновое сопротивление вакуума, 2 .y l  

3. Áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåøåòêà
ñ îòñóòñòâóþùåé îäíîé ëåíòîé

Рассмотрим бесконечную периодическую ре-
шетку с отсутствующей лентой с номером 0
(см. рис. 1, а).

Представим отраженное решеткой поле в об-
ласти 0z   в виде суммы полей токов, текущих
по каждой ленте, а поле каждой ленты в отдель-
ности представим в виде суммы полей , ,0 ( , )r

xE y z

и , ( , ),r c
xE y z  индуцированных соответственно то-

ком бесконечной периодической решетки, за ис-
ключением тока ленты с номером 0, и током,
возникающим за счет отсутствия одной ленты:

, ,0 ,( , ) ( , ) ( , ).r r r c
x x xE y z E y z E y z  (11)

Поля , ,0 ( , )r
xE y z  и , ( , )r c

xE y z  представим в виде
потенциалов простого слоя с некоторой плот-
ностью:
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Здесь ( ),mJ y lm    ( )mJ y lm   представляют со-
бой с точностью до константы плотности поверх-
ностного тока для бесконечной периодичес-
кой решетки и тока, возникшего за счет отсутст-
вия одной ленты, текущих по ленте с номером m;

(1)
0 ( )H x  – функция Ханкеля первого рода.

Суммирование производится по всем лентам,
, ..., ,m     за исключением отсутствующей
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ленты с номером 0, 0.m   Функция ( )mJ y  выра-
жается через поле , ( ,0)r

yH y  по формуле

,2
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y m
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где ˆ ,my y ml   1, 2, ...m     – локальная коор-
дината, связанная с центром m-й ленты.

Представим плотность поверхностного тока на
лентах ( )mJ y  при помощи интеграла Фурье:
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Функции ( ),mc   0,m   подлежат определению.
Введем спектральную функцию рассеянного поля
по формуле
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Тогда, используя интегральное представление
функции Ханкеля, поле (12) можно записать в виде
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ные интегральные уравнения:
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Уравнение (13) следует из условия, что вне лент
плотность поверхностных токов равна нулю. Урав-
нение (14) представляет собой условие того, что

касательная компонента электрического поля на
металле обращается в ноль.

Преобразуем правую часть уравнения (14).
Представим поле , ,0 ( ,0)r

xE y  в виде разности
полей токов, текущих по лентам бесконечной
периодической решетки и по ленте с номером 0:
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Умножим равенство (3) слева и справа на
exp( sin ).iky   Тогда справа будет стоять

( ,0),i
xE y  а слева – , ( ,0).r

xE y  Так как равенство
(3) выполняется для всех ,y L  то , ( ,0)r
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получаем

0( )
2

g y


 

 , (1) 2
0( ,0) ( ) d .

d
r
y

d

H y H k y y y



   

Заметим, что так как в (14) ,y d  подынтеграль-
ная функция не содержит особенностей на отрез-
ке интегрирования.

При удалении от места, где отсутствует лента,
токи на проводниках стремятся к токам для
бесконечной периодической решетки. При дос-
таточно больших значениях y функция ( )g y
асимптотически представляет цилиндрическую
волну, амплитуда которой убывает при .y 

Поле токов, наведенных на лентах решетки
полем ( ),g y  также будет асимптотически пред-
ставлять цилиндрические волны, амплитуда
которых убывает при .y   Таким обра-
зом, , ( ,0) 0r c

xE y   при .y   Тогда при ре-
шении парных интегральных уравнений (13), (14)
возможно будет заменить множество L ограни-

ченным множеством 

0

( ; ),
N

N
m N
m

L d lm d lm



   
2N  – число лент..

Для сведения парных интегральных уравнений

(13), (14) к сингулярному интегральному уравне-
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нию с дополнительными условиями сделаем за-
мену ( ) ( ) ( )u c      и введем функцию [9]

( ) ( )exp( )d .F y u iky




    (16)

Из уравнения (13) следует, что ( ) 0F y   при
.y L  Тогда

( ) ( )exp( )d .
2

L

k
u F y iky y   

 
(17)

Введем оператор Гильберта на всей оси, действую-
щий на произвольную функцию ( )G   по формуле

1 ( )
(P )( ) v.p. d ,

G
G y

y








 
   (18)

причем  P exp( ) ( ) sgn( )exp( ).ik y i nk ik y   
Продифференцируем уравнение (14) по y и

представим его в виде

( )exp( )d
k

u iky
k






   



1
( )exp( ) d ( ), .

( )
u iky i i g y y L

k





  
       

   


Применим к первому слагаемому оператор Гиль-
берта (18) и выражение (16), а ко второму – выра-
жение (17), получим сингулярное интегральное
уравнение вида (10):

1 ( ) 1
v.p. d ( , ) ( )d ( ), .

L L

F i
K y F g y y L

y k


      

   

(19)

Подставим в уравнение (14) выражение (17).
Учитывая то, что ( ) 0F y   при ,y L  получим
дополнительные условия:

1
( ) ( , )d ( ), 1, 2, ...,m m

L

F Q y g y m      
 

(20)

где my  – произвольная точка интервала
( ; ).d lm d lm  

Ядра уравнения имеют вид:

 
 

0

sin ( )
( , ) ( ) d ,

k y
K y k i

   
      



 

0

cos ( )
( , ) d .

( )

k y
Q y k

   
  

 

Скорость сходимости ядер ( , )K y   и ( , )Q y   мож-ж-
но увеличить по методу Крылова, используя из-

вестное представление интегралов 
0

sin
d

n







 и

0

cos
d

n





  в виде рядов [12].

Для численного решения уравнений (19), (20)

применялся метод дискретных особенностей
[8], [9]. При применении метода для дискрети-
зации уравнений используются квадратурные
формулы. В качестве узлов выбираются нули по-
линома Чебышева первого рода в количестве M
на каждой ленте. Значения переменной y выби-
рается из множества нулей полиномов Чебыше-
ва второго рода в количестве 1M   на каждой
ленте. В результате сингулярное интегральное
уравнение с дополнительными условиями (19),
(20) заменяется системой линейных алгебраичес-
ких уравнений относительно значений функции

( )F   в узлах.

4. Ïîëå â äàëüíåé çîíå

Представим выражение (11) с учетом (15) в виде

, , ,0( , ) ( , ) ( , ) ( , ).r r r c r
x x x xE y z E y z E y z E y z  

Первое слагаемое представляет собой мно-
жество плоских волн и не убывает при ,k

2 2 .y z    Слагаемые , ( , )r c
xE y z  и ,0 ( , ),r

xE y z

используя представление для типичного дифрак-
ционного интеграла [13] при ,k  можно за-
писать в виде:

 , 2
( , ) ~ ( )exp ( 4) ,r c

xE y z d i k
k


  



 ,0
0

2
( , ) ~ ( )exp ( 4) ,r

xE y z d i k
k


  



 ( ) cos( ) ,d u  

 ,
0 ( ) ( ,0)exp cos( ) d ,

2

(0; ),

d
r
y

d

Z
d H y ik y y



    


 


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  и   – координаты полярной системы коор-
динат. Функция ( )d   представляет собой диаг-
рамму направленности поля, возникшего за счет
отсутствия одной ленты.

5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Заменим в уравнениях (19), (20) множество L огра-

ниченным множеством 

0

( ; ),
N

N
m N
m

L d lm d lm



   

2N  – число лент. Исследуем сходимость процес-

са при увеличении числа N. На рис. 2 представле-

ны диаграммы направленности ( )d   при различ-

ном числе лент N, ,kl    4.kd    Графики нор-

мируются на максимум, который достигается при

40N   в плоскости решетки, 0 .    Для каж-
дой ленты выбиралось 3M   узла в квадра-
турной формуле, при вычислении функции ( )g y
использовалось 150 узлов. Кривые имеют ло-
маный характер, с увеличением N стремятся к
гладкой линии. Отличия между кривыми наб-
людаются в максимумах лепестков. Кривые для

30N   и 40N   совпадают с графической точ-ч-
ностью.

Заметим, что выражение (14) описывает воз-
буждение токов на всех лентах решетки полем
тока, текущим по одиночной отброшенной ленте
с номером 0, а также взаимодействие лент ре-
шетки между собой, возникающее за счет отсут-
ствия одиночной ленты. Таким образом, функция

, ( , )r c
xH y z  описывает взаимодействие между

собой двух решеток, расположенных в областях
0y   и 0,y   возникающее под действием поля

отброшенной нулевой ленты.
На рис. 3 приведены нормированные диаграм-

мы направленности ( )d   для двух различных зна-
чений ширины ленты и периода решетки при
ортогональном падении волны, 0 0 .   Норми-
ровка осуществляется на максимум при ,kl  

4.kd    При одинаковом значении периода увели-
чение ширины ленты приводит к увеличению макси-
мумов лепестков диаграммы направленности.
Для всех кривых на рис. 3 абсолютные значения
функции ,0 ( , )r

xE y z  превосходят значения функции
, ( , ).r c

xE y z  Для случая ,kl    4kd    выпол-

няется соотношение ,0 ,max max 1.5.r r c
x xE E 

Рис. 3, б построен для соотношения периода
и длины волны, близкого к резонансному, .l  
Взаимодействие решеток, расположенных в об-
ластях 0y   и 0,y   значительно более сильное,е,
чем для случая, представленного на рис. 3, а,

,0 ,max max 10.r r c
x xE E   Коэффициент отражения

бесконечной периодической решетки при таком
значении периода также мал [1]. Как и у конеч-
ных периодических решеток, увеличение перио-
да приводит к появлению дополнительных лепе-
стков. Это связано с возбуждением высших гар-
моник в периодической части структуры.

При приближении к краям лент плотность тока
имеет корневую особенность. Введем функции

( ),cu y  ( )pu y  и ( )u y  на каждой ленте:

   ,( ) ( ) ( ) ( ,0),r c
c yu y Z y d lm d lm y H y     

Рис. 2. Зависимости нормированной функции ( )d   при раз-
личном числе лент N, 4,kd    ,kl    0 90 :    а  –

1N   (пунктирная кривая), 10N   (сплошная кривая),
20N   (штриховая кривая); б – 30N   (сплошная кри-

вая), 40N   (штриховая кривая)
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   ,( ) ( ) ( ) ( ,0),r
p yu y Z y d lm d lm y H y     

  ( ) ( ) ( ) ( ,0),r
yu y Z y d lm d lm y H y     

где ( ; ),y d lm d lm     1, 2, ... .m   
На рис. 4 представлена зависимость функции

( )cu y  для различных значений периода, ширины

лент и углов падения. На рис. 5 приведено рас-

пределение плотности тока на лентах ( )pu y  и

( )u y  для ,kl    4kd    в середине лент при

.y ml  Функция , ( ,0)r c
yH y  равна плотности

тока, возникшего за счет отсутствия одной лен-
ты, функция , ( ,0)r

yH y  равна плотности тока
на лентах бесконечной периодической решетки,
а функция ( ,0)r

yH y  равна полной плотности то-
ка на лентах решетки. Отметим, что в отличие
от функции ( )d   разность между значения-

Рис. 3. Зависимости нормированной функции ( )d   при

0 90 :    а – ,kl    4kd    (сплошная кривая), ,kl  
8kd    (штриховая кривая); б – 2 ,kl    2kd  

(сплошная кривая), 2 ,kl    4kd    (штриховая кривая)

Рис. 4. Зависимости функции ( )cu y  при 2 ,kl    2kd  
(сплошная кривая), 2 ,kl    4kd    (маркеры –
звездочки), ,kl    4kd    (штриховая кривая),

,kl    8kd    (пунктирная кривая), а также функ-
3 2ция ( )C ky   (штрихпунктирная кривая): а – 0 90 ;  

 б – 0 45  

Рис. 5. Значения функций ( )pu y  (сплошная кривая) и ( )u y

(маркеры – звездочки) в центрах лент при ,y ml  ,kl  
4,kd    0 90  



196 ISSN 1027-9636. Радиофизика и радиоастрономия. Т. 21, № 3, 2016

М. Е. Калиберда, Л. Н. Литвиненко, С. А. Погарский

ми ( ) ,cu y  вычисленными при разных 10,N 
не превосходит 0.1 %. Как и предполагалось,
функция , ( ,0)r c

yH y  стремится к нулю при удале-
нии от места, где отсутствует лента, причем

 , 3 2( ,0) ~ ( )r c
yH y O ky   при .ky   Для сравне-

ния на рис. 4 представлена кривая 3 2( ) ,C ky   где

C – константа. При нормальном падении,

0 90 ,    графики функций ( ) ,cu y  ( )pu y  и

( ) ,u y  очевидно, симметричны относительно
вертикальной оси. При падении под углом

0 45    амплитуда токов ( )cu y  на лентах в
области 0y   нескоолько превосходит амплитуду
токов на соответствующих лентах в области 0.y 

Распределение поля в области над решеткой,

компонента  ,Re ( , ) ,r c
xE y z  для случая ,kl  

4kd    и нормального падения 0 90    пред-
ставлено на рис. 6.

6. Âûâîäû

В работе построено строгое решение задачи диф-
ракции E-поляризованной волны на бесконечной
периодической решетке без одной ленты. Токи на
лентах представляются в виде суммы токов беско-
нечной периодической решетки и тока, вызванного
отсутствием одной ленты. Определено рассеянное
поле, которое индуцируется данными токами.
Проведено численное исследование поля, возни-
кающего из-за отсутствия одной ленты. Предложен-
ный подход может быть использован при исследо-
вании эффектов, обусловленных нарушением перио-
дичности в периодических структурах.
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THE E-POLARIZED WAVE DIFFRACTION
BY INFINITE PERIODICAL STRIP GRATING
WITHOUT SINGLE STRIP

Purpose: The E-polarized wave diffraction by an infinite peri-
odic strip grating without a single strip is considered.
Design/methodology/approach: The total field is found as a sum
of field of infinite periodical grating and field induced by the
removal of a single strip. The problem is reduced to the singular
integral equations with additional conditions.
Findings: The directional patterns and field distribution in the
domain above the grating are represented.
Conclusions: The effective algorithm for study of the field which
appeared as a result of absence of a single strip is suggested.

Key words: infinite periodic grating, integral equation, diffraction
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ДИФРАКЦІЯ E-ПОЛЯРИЗОВАНОЇ ХВИЛІ
НА НЕСКІНЧЕННІЙ ПЕРІОДИЧНІЙ СТРІЧКОВІЙ
РЕШІТЦІ ЗА ВІДСУТНІСТЮ ОДНІЄЇ СТРІЧКИ

Предмет і мета роботи: Розглянуто задачу про дифрак-
цію E-поляризованої електромагнітної хвилі на нескінченній
стрічковій решітці з відсутньою однією стрічкою.
Методи та методологія: Повне поле шукається у вигляді
суми полів нескінченної періодичної решітки і поля, що вини-
кає за рахунок відсутності однієї стрічки. Задача зведена
до сингулярних інтегральніх рівнянь з додатковими умовами.
Результати: Надаються діаграми спрямованості розсіяно-
го поля та розподіл поля в області над решіткою.
Висновок: Запропоновано ефективний алгоритм досліджен-
ня поля, що виникло за рахунок відсутності однієї стрічки.

Ключові слова: нескінченна періодична решітка, інтегральне
рівняння, дифракція
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