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Предмет и цель работы: Анализ погрешности восстановления высотного профиля электронной концентрации ионосферы
методом  частотно-углового  зондирования  в  зависимости  от точности  измерения  углов  прихода  пробных  сигналов
в вертикальной плоскости и ошибки задания длины трассы распространения. Разработка алгоритмов диагностики
ионосферы при ограниченном количестве зондирующих частот на основе использования полиномиальных аппроксимаций
искомого профиля электронной концентрации или измеряемой частотно-угловой характеристики пробных сигналов.
Методы и методология: Для решения обратной задачи по восстановлению профиля электронной концентрации ионо-
сферы используется стандартный метод решения интегрального уравнения Абеля, связывающего искомый профиль
с частотными зависимостями углов прихода зондирующих сигналов на наклонных трассах распространения. Точность
разработанного алгоритма анализируется с применением статистической теории оценки погрешности измерений.
Результаты: Получены оценки погрешности восстановления профиля электронной концентрации ионосферы методом
частотно-углового зондирования в зависимости от точности измерения углов прихода пробных сигналов и ошибки
задания длины трассы распространения. Разработаны алгоритмы диагностики ионосферы в случае ограниченного
количества зондирующих частот, основанные на полиномиальной аппроксимации либо искомого профиля электронной
концентрации, либо частотной зависимости углов прихода пробных сигналов.
Заключение: Методом геометрической оптики в приближении изотропной плазмы решена обратная задача наклонно-
го зондирования плоскослоистой ионосферы в интегральной постановке. В качестве измеряемых параметров исполь-
зуются частотные зависимости вертикальных углов прихода ВЧ сигналов, распространяющихся вдоль односкачковых
радиотрасс средней протяженности (до 1000 км). Показано, что для обеспечения точности восстановления профиля
электронной концентрации, сопоставимой с характеристиками современных ионозондов, ошибка измерения частот-
но-угловых характеристик пробных сигналов не должна превышать  0.5  для трасс длиной  300 1000  км.

Погрешность метода, связанная с неточным знанием длины трассы распространения, определяется относительной
ошибкой ее задания. Данное обстоятельство позволяет использовать для частотно-углового зондирования ионосферы
сигналы неспециального вида, например, излучение современных станций ВЧ вещания, которые, как правило, оборудованы
несколькими передатчиками (а некоторые из них и десятками), сосредоточенными на площадях размером в единицы
километров, и одновременно излучают на нескольких несущих частотах. Для диагностических трасс длиной в несколько
сотен километров можно считать, что все передатчики данного центра вещания расположены в одном месте.

Погрешность восстановления профиля электронной концентрации при этом составит несколько десятых долей
процента. Для диагностики ионосферы в случае ограниченного количества зондирующих частот разработаны алго-
ритмы восстановления высотного распределения электронной концентрации на основе полиномиальных аппроксима-
ций либо искомого профиля, либо измеряемой функции.
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налов, полиномиальная аппроксимация

DOI:  https://doi.org/10.15407/rpra24.03.184

УДК  550.388.2,
              551.510.535,
              533.9.082.74

PACS  numbers:  94.20.Bb,
                       94.20.Tt

1. Ââåäåíèå

Плазменная оболочка Земли – ионосфера – ока-
зывает  существенное влияние на работу радио-
технических систем различного назначения, ис-

пользующих в той или иной мере этот естествен-
ный канал распространения радиоволн. Поэтому
определение  параметров  ионосферной  плазмы
является одной из важнейших проблем, связан-
ных с решением как фундаментальных вопросов
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физики космической плазмы, так и ряда приклад-
ных задач создания эффективных систем связи,
пеленгации, навигации и радиолокации. Несмотря
на большое разнообразие современных радиотех-
нических средств диагностики околоземной плаз-
мы, основным источником информации о состоя-
нии ионосферы по-прежнему остаются ионозонды,
работающие в режимах вертикального и наклон-
ного зондирования [1–6].

Первые  ионозонды  представляли  собой  обыч-
ные высокочастотные (ВЧ) импульсные когерент-
ные радиолокаторы. Последовательно перестраи-
вая  рабочую  частоту  в  диапазоне  1 20  МГц  и
излучая  достаточно  короткие  импульсы,  такие
устройства позволяли получать так называемые
высотно-частотные характеристики ионосферы,
т. е.  зависимость  действующей  высоты  отраже-

ния, 
1

2
a dz c    (c  –  скорость  света,  d   –  вре-

мя группового запаздывания зондирующего сиг-

нала до точки отражения и обратно), от частоты.
Поскольку групповая скорость распространения
радиоволн в ионосфере  gv  меньше скорости све-
та  [7],  действующая  высота  превышает  истин-
ную высоту отражения (или точки поворота)  ,rz
которая определяется из условия равенства нулю
показателя  преломления,  а  их  связь  задается
уравнением

0

d .
rz

a gz c z v  (1)

Значение электронной концентрации  eN  (в сан-
тиметрах  в  минус  третьей  степени)  на  высоте
отражения  частоты  0f   (в  мегагерцах)  опреде-
ляется  соотношением

4 2
01.24 10 .eN f  (2)

Таким образом, решая (1) относительно  rz  и
используя  (2),  можно  восстановить  высотный
профиль электронной концентрации ионосферы

( )eN z  над измерительной установкой. При этомм
довольно часто решение интегрального уравне-
ния (1) заменяют интегрированием для некоторо-
го модельного профиля  ( ),eN z  например, пара-
болического  [4].

Потребность восстанавливать  ( )eN z  не толь-
ко над станцией зондирования, но и вдали от нее,
а также получать информацию о горизонтальном
распределении параметров ионосферы привела к

модификации метода в виде наклонного зондиро-
вания. Современные ионозонды, которых насчи-
тывается более 100 в разных регионах мира, могут
работать как в режиме вертикального, так и на-
клонного зондирования. Кроме того, существен-
но  расширился  набор  измеряемых  параметров
пробных сигналов – наряду со временем группо-
вого запаздывания оцениваются их поляризация,
амплитуда и фаза спектра, доплеровское смеще-
ние частоты и углы прихода [5, 8]. Вполне обо-
снованно можно было ожидать, что использова-
ние дополнительных данных, и прежде всего уг-
ломерных, в сочетании с традиционно измеряе-
мым временем группового запаздывания позво-
лит  получать  дополнительную  информацию  о
состоянии ионосферной плазмы, например, вос-
станавливать трехмерно-неоднородную структу-
ру электронной концентрации.

В 90-х гг. прошлого века в Радиоастрономичес-
ком  институте  НАН  Украины  начались  иссле-
дования  по  разработке  нового  подхода  к  нак-
лонной диагностике ионосферы, в основу которого
были  положены  следующие  принципы  [9–12]:
1) использование в качестве информационных па-
раметров частотных зависимостей траекторных
характеристик пробных радиоволны, а именно уг-
лов прихода и доплеровских смещений частоты,
и 2) применение для радиодиагностики ионосфе-
ры в ВЧ диапазоне сигналов многочисленных ши-
роковещательных  станций.  В  результате  был
создан  метод  частотно-углового  зондирования
ионосферы (ЧУЗИ), позволяющий восстанавли-
вать не только регулярный профиль электронной
концентрации [11, 12], но и горизонтальные гра-
диенты [13], а также параметры волнообразных
возмущений [14–18].

Несмотря на то, что метод ЧУЗИ эффективно
применяется для диагностики регулярной и неод-
нородной структуры ионосферы уже более 20 лет,
ряд вопросов, связанных с его использованием,
все еще недостаточно исследован. Прежде все-
го это касается точности метода и ее сравнения
с параметрами современных ионозондов. Кроме
того,  требует  анализа  возможность  восстанов-
ления профиля электронной концентрации при ог-
раниченном  наборе  зондирующих  частот,  что
имеет место при использовании излучения широ-
ковещательных ВЧ центров в качестве источни-
ка пробных сигналов. Исследованию этих вопро-
сов и посвящена настоящая работа.
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2. Âîññòàíîâëåíèå âûñîòíîãî ïðîôèëÿ
ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè
â èíòåãðàëüíîé ïîñòàíîâêå.
Àíàëèç òî÷íîñòè ìåòîäà

Рассмотрим решение задачи ЧУЗИ в следующей
постановке.  Пусть  на  трассе  длиной  0D   осу-
ществляется зондирование плоскослоистой изот-
ропной ионосферы монохроматическими сигна-
лами  на  различных  частотах,  т. е.  измеряются
частотные зависимости их углов прихода в вер-
тикальной плоскости  0 ( )   (см. рис. 1). Отметим,
что рассмотрение плоскослоистой модели ионо-
сферы  накладывает  определенные  ограничения
на длину радиотрассы  0( 1000D   км). В случае

0 1000D   км необходимо учитывать сферичность
Земли, что не вызовет принципиальных затруд-
нений.

В приближении геометрической оптики дистан-
ция  одного  скачка  в  рассматриваемом  случае
определяется  следующим  образом  [19]:

0 2 2
0 0

d
2sin ,

( ) sin

rz
z

D
n z

 
 



где  ( )n z   –  высотный  профиль  показателя  пре-
ломления  ионосферы;  rz   –  высота  точки  отра-
жения  пробной  волны,  задаваемая  уравнением

0( ) sin .n z  
Таким  образом,  учитывая,  что  2 ( )n z 

2 21 ( ) ,p z    где  ( )p z   –  плазменная  часто-о-
та  на  высоте  z,  2 2( ) 4 ( ) ( ),p e ez e N z m AN z   
e и m – соответственно заряд и масса электрона,
можно записать следующее интегральное урав-

нение,  связывающее  измеряемую  зависимость

0 ( )    с  профилем  электронной  концентрации
ионосферы  ( ) :eN z

 

( )

0 0
2 2

0 0

d
2tg ( ) .

1 ( ) cos ( )

rz

e

z
D

AN z



  
   



(3)

Полагая  профиль  электронной  концентрации
( )eN z  монотонной функцией, в (3) можно перей-

ти  к  интегрированию  по  N,  в  результате  чего
получим

2

2
0

(d d )d
( ) ,

1

A
z N N

AN



  
 

 (4)

где  0cos ( )       –  эквивалентная  частота,

 0 0( ) 2tg ( )D      – измеряемая функция, ко-
торая имеет смысл действующей высоты  ( ).az 

Анализ  выражения  (4)  показывает,  что  оно
представляет собой интегральное уравнение Абе-

ля  с  ядром  вида  1 ,X t   являющегося  част-

ным случаем линейного интегрального уравне-
ния Вольтерра 1-го рода [20], решение которого
находится методом итерированных ядер. После
несложных  преобразований  получаем  хорошо
известное выражение [21]

2
0

2 ( )d
( ) .

AN

z N
AN

  

 
 (5)

Проанализируем точность предложенного ал-
горитма  восстановления  профиля  электронной
концентрации. Как видно из (4), (5), основными
источниками погрешности являются неточность
задания дистанции  0D  и ошибки измерения углов
прихода  0 ( ).   Оценим ошибку, связанную с не-
точным знанием дистанции. Для этого предста-
вим  0D  в виде  0 0 0,D D D    где  0D  – истинная
дистанция, а  0D  – погрешность, с которой она
известна.  Тогда  измеряемую  функцию  ( ) 
можно записать как

0 0

0

( )
2tg ( )

D D 
   

 

0 0 0

0 0 0

1 ( ) 1 ,
2tg ( )

D D D

D D

    
        

     Рис. 1. Постановка задачи ЧУЗИ
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где  0

0

( )
2tg ( )

D
  

 
 – истинное значение изме-

ряемой функции.

Подставляя полученное выражение в  (5), по-
лучим

0

2
0 0

2 ( )d
( ) 1 .

AN
D

z N
D AN

    
  
  



Отсюда следует, что относительная погрешность
восстановления профиля электронной концентра-
ции  ( )z N  определяется относительной погрешно-
стью задания дистанции  0,D  т. е.

0

0

( ) ( ) 1 ,
D

z N z N
D

 
  

 
(6)

где 
2

0

2 ( )d
( )

AN

z N
AN

  

 
  – истинный профиль

электронной концентрации.

Следует отметить, что в этом случае погреш-
ность восстановления профиля электронной кон-
центрации  является  систематической  и  может
быть  достаточно  легко  устранена.  Данное  об-
стоятельство  позволяет  использовать  для  час-
тотно-углового зондирования ионосферы сигна-
лы неспециального вида, например, излучение
широковещательных передатчиков. Как извест-
но  [22,  23],  современные  станции  ВЧ  вещания
оборудованы несколькими передатчиками (а не-
которые из них и десятками) и большим количе-
ством  антенн,  которые  сосредоточены  на  пло-
щадях размером в  единицы километров и, как
правило, одновременно излучают на разных не-
сущих  частотах.  Таким  образом,  для  диагнос-
тических трасс длиной в несколько сотен кило-
метров  можно  считать,  что  все  передатчики
данного центра вещания расположены в одном
месте.  Погрешность  восстановления  профиля
электронной концентрации при этом в соответ-
ствии  с  (6)  будет  составлять  единицы  процен-
тов, что вполне соответствует точности совре-
менных ионозондов.

Для анализа влияния погрешности измерения
углов прихода представим  ( )   в виде

0 0

0 0 0

( ) ,
2tg ( ) 2tg ( ) ( )

D D
   

        

где  0( )    –  истинная  частотно-угловая  зависи-
мость, а  0 ( )   – некая случайная добавка.

Тогда, полагая погрешность угловых измере-
ний достаточно малой,  0 ( ) 1,    можно запи-
сать

0

0 0 0

( )
2tg ( ) 1 2 ( ) sin 2 ( )

D
   

        

0
0 02

0

( ) ( ),
2sin ( )

D
     

 

где  0
0

0

( )
2tg ( )

D
  

 
 – истинное значение изме-

ряемой функции.

Подстановка полученного соотношения в  (5)
дает

0 0

2 2
0 0

( )d
( ) ( ) ,

sin ( )

AN
D

z N z N
AN

  
 

   


(7)

где  0

2
0

( )d2
( )

AN

z N
AN

  

 
  – истинный профиль

электронной концентрации.

Как  правило,  точность  угломерных  систем
улучшается  с  ростом  частоты  сигнала  либо  за
счет сужения диаграммы направленности антен-
ны  в  случае  использования  амплитудных  мето-
дов, либо из-за увеличения эффективной базы при
применении фазовых методов пеленгации. А по-
скольку  0( )    уменьшается  с  ростом  частоты,
то  в  первом  приближении  можно  считать,  что
отношение  2

0 0( ) sin ( ) const,        т. е. не
зависит  от  частоты  .

Тогда из (7) следует, что погрешность восста-
новления профиля электронной концентрации,  ,z
равна

 2( ) ( )z z N z N   

0 0

2
0

d
,

2

AN
D D

AN




 
  

 
 (8)

где угловые скобки  ( ... )  означают статистичес-

кое усреднение.
Анализ  выражения  (8)  показывает,  что  для

трасс зондирования средней протяженности по-
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рядка 300 1000  км при некотором эффективномм

(среднем)  значении  величины  2
0sin ( ) 1 2ef  

0( 45 )ef    и погрешности измерения угла при-
хода пробного сигнала  0 0.5    ошибка восста-
новления высотного профиля электронной концен-
трации  методом  ЧУЗИ  не  превышает  5 7   км.
Это  вполне  сопоставимо  с  характеристиками
современных  станций  зондирования  ионосфе-
ры, среди которых следует отметить CADI (Cana-
dian Advanced Digital Ionosonde) [24], DPS-4D [8]
и Dynasonde [25].

Таким образом, метод частотно-углового зон-
дирования  ионосферы  является  эффективным
средством  диагностики  околоземной  плазмы  и
может быть использован на практике. Его основ-
ное преимущество по сравнению с традиционны-
ми методами ионосферного ВЧ зондирования, в
которых применяются сложные импульсные или
частотно-модулированные сигналы, заключается
в  возможности  использовать  излучение  неспе-
циального вида, например, сигналы широковеща-
тельных ВЧ станций. Тот факт, что число зонди-
рующих  частот  в  этом  случае  может  оказаться
недостаточным  для  восстановления  профиля
электронной концентрации в интегральной поста-
новке (5), не является существенным ограниче-
нием метода, поскольку одной из возможностей
решения обратной задачи в этой ситуации может
быть использование аппроксимирующих функций,
что  будет  рассмотрено  в  следующем  разделе.

3. Èñïîëüçîâàíèå
àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé

Несмотря на простоту полученного решения об-
ратной задачи наклонного зондирования, исполь-
зование (5) для практических приложений пред-
ставляется  весьма  затруднительным.  Это  связа-
но с несколькими обстоятельствами. Во-первых,
физически невозможно получить значение  ( ) 
вблизи  0.   Во-вторых, практически сложно реа-
лизовать измерение углов прихода для непрерыв-
ного континуума значений  .  В-третьих, наличие
погрешности измерений  ( )   может приводить
к  взаимной  неоднозначности  функций  ( )N z   и

( )z N  – некорректности задачи. Одним из путей
преодоления этих трудностей является примене-
ние регуляризирующих процедур, эквивалентных
сглаживанию  (фильтрации)  исходных  данных.
Например, можно использовать полиномиальную

аппроксимацию либо для искомого профиля элек-
тронной концентрации  ( ),eN z  либо для измеряе-
мой функции  ( ).   Рассмотрим эти вопросы бо-
лее подробно.

Полиномиальная  аппроксимация  искомого
профиля  ( ).eN z  Для решения уравнения (3) вос-
пользуемся способом, при котором искомый про-
филь  ( )eN z   разбивается на ряд сегментов  [26],
в пределах каждого из которых он описывается
модельным  представлением,  позволяющим  вы-
числить интеграл в (3). Таким образом, обратная
задача сводится к нахождению корней системы
алгебраических уравнений для параметров каж-
дого  сегмента  и  затем  построению  общего  ре-
шения. В качестве аппроксимирующих функций
сегментов  были  выбраны  кусочно-линейная  и
кусочно-параболическая,  комбинация  которых
позволяет описывать практически любое распре-
деление  ( ).eN z

Кусочно-линейная  аппроксимация.  Пусть
измерение углов прихода сигналов  0i  осуществ-
ляется на M частотах, причем  1 2 .M     
В этом случае определение значений  ( ),e riN z  соотт-
ветствующих электронной концентрации в точке
отражения волны i-й частоты, легко находится из
условия полного внутреннего отражения [19]

2 2
0cos ( ).i i e riAN z  

При этом, вообще говоря, возможно наблюдение
нескольких углов прихода  0i  на одной частоте

i  (многолучевое распространение). Этот случай
требует  специального  рассмотрения  и  выходит
за рамки настоящей работы. Мы же будем пола-
гать,  что  каждому  значению  i   соответствует
единственный  угол  0 .i   Тогда  обратная  задача
сводится к вычислению истинных высот отраже-
ния  riz  сигналов  i-х частот. Для этого разобьем
профиль  ( )eN z  на M сегментов (по числу зонди-
рующих частот) и на интервалах  1{ , }ri riz z   будем
считать  ( )eN z  линейной функцией. Высоту нача-
ла ионосферы  0z  (см. рис. 1) положим равной кор-
ню уравнения  (1) ( ) 0,eN z   где  (1) ( )eN z  – профиль
электронной  концентрации  в  интервале  высот

1 2{ , }.r rz z  Тем самым мы определенным образомм
продлим функцию измеряемых параметров  ( ) 
в (5) до значения  0.   Выполнив в (3) интегри-
рование для интервала  0 2{ , },rz z  получим систе-
му уравнений для определения  0z  и  2rz  по изме-
рениям углов прихода на первых двух (самых низ-
ких) частотах
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1
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tg sin 2 tg sin 22

tg tg
a

D

     


  
  –

наклон  (высотный  градиент)  ( )eN z   на  первом

участке.
Очевидно,  что  высоты  отражения  сигналов

остальных  частот  определяются  выражением

2 2 2 2
0 1 0 1

1
1

cos cos
,i i i i

ri ri
i

z z
a

 




   
 

где  3, 4, , .i M   Для вычисления коэффициен-
тов  1ia   выполним интегрирование в (3) для всех
частот и, после обобщения полученных результа-
тов, получим

2 2 2 2
1 0 0 1 0 14 sin cos cosi i i i i i ia          
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Здесь   2 2 2 2
0 0

1
cos cosk i i k k

k

Q
a

     

2 2 2 2
0 1 0 1cos cos ( 2 ),i i k k i k          где

( )x   –  функция  Хэвисайда,  т. е.

0, при 0,
( )

1, при 0.

x
x

x


  


Таким образом, все необходимые величины для

определения  профиля  ( )eN z   в  случае  кусочно-
линейной аппроксимации найдены, т. е. решена
задача наклонного зондирования ионосферы. Сле-
дует, однако, отметить, что использование пред-
ложенного  алгоритма  восстановления  ( )eN z
вблизи  высоты  ,mz   соответствующей  макси-
муму  электронной  концентрации  ,mN   связано

с определенными трудностями, поскольку зави-
симость  ( )eN z   вблизи  mz   существенно  нели-
нейная.  Увеличить  диапазон  восстановления,  в
принципе,  можно,  уменьшив  шаг  по  частоте

1i i      при  приближении  к  максимально
применимой частоте (МПЧ) [27] для данной трас-
сы  зондирования  0.D   Но,  поскольку  вблизи
МПЧ глубина проникновения волны в ионосфер-
ный слой сильно зависит от зондирующей часто-
ты,  в  реальных  условиях  достичь  высот  mz z
весьма сложно. Этот недостаток, однако, не яв-
ляется принципиальным,  так как устранить его
можно, применяя в качестве модельных функций
сегментов  отрезки  парабол.

Кусочно-параболическая  аппроксимация.
Кроме сложности описания профиля электронной
концентрации  ( )eN z  вблизи его максимума, ку-
сочно-линейная аппроксимация имеет по крайней
мере  еще  один  недостаток  –  наличие  изломов,
т. е. разрывов первой производной. Для его уст-
ранения потребуем, кроме непрерывности значе-
ний  ( )eN z  на границах сегментов, еще и непре-
рывности первых производных.

Как и ранее, разобьем искомый профиль  ( )eN z
на M сегментов, в пределах каждого из которых
будем  использовать  модельное  представление
вида

( ) 2
( ) ( ) ( )

0( )2
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( )

i
i i im

e m i
m

z z
N z N N

y


     при    ( )

0
iz z (9)

либо

( ) 2
( ) ( )

( )2
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i
i i m

e m i
m

z z
N z N
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 
  

 
   при    ( ) ( )

0 ,i i
mz z z 

(10)

где  ( )i
mz  – координата (высота) расположения эк-

стремума (минимума или максимума) аппрокси-
мирующей функции сегмента i,  ( ) ( ) ( )

0 .i i i
m my z z 

Для первого сегмента выберем модель (9) при
(1)
0 0.N   Тогда для определения параметров вы-

сотного распределения электронной концентрации
в  пределах  этого  сегмента  достаточно  измере-
ний углов прихода на первых двух частотах  1
и  2.  После интегрирования в (3) с учетом рас-
пределения (9) и решения полученной системы
уравнений, можно записать выражения для высо-

ты начала слоя и величины  (1) ( ) ( ) :i i
m mN A y 
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     
 

  
(12)

Заметим, что физически обоснованными решения
(11) и (12)  ( )

0( , 0)iz    получаются при выполне-
нии неравенств

01 02      и    1 01 2 02sin sin ,     (13)

которые могут нарушаться при наличии ошибок
измерений. Проведенный анализ показал,  что в
случае невыполнения (13) оптимальным (в смыс-
ле минимума среднеквадратичной ошибки) будет
решение

(1)      и    0 01 02
0 2 2

01 02

tg tg
.

2 tg tg

D
z

  


  

Однако при этом невозможно выполнить условие
непрерывности первых производных. Поэтому  (1)
полагалось равным некоему достаточно большо-
му значению  ,m  а  0z  определялась по формулеле

0 1 01 2 02
0

01 02

2 ( sin sin )
.

2(tg tg )

D
z

    


  
(14)

Таким  образом,  на  первом  участке  высотного
профиля распределения электронной концентрации

( )eN z  определяется либо формулами (11), (12) –
в случае выполнения условий (13), либо (14) при

(1)
m    – в противном случае.

Система  уравнений  для  параметров  второго
сегмента  имеет  вид

2 2

(1) (2)
2 2

(1) (2)

0 03 3

( ) ( ),

d ( ) d ( )
,

d d

( , ),

r r

e r e r

e e

z z z z

N z N z

N z N z

z z

D D

 

 







  

(15)

где функциональная зависимость  0 03 3( , )D D  
задается  выражением  (3).

Для определения явного вида  0 03 3( , ),D D  
равной  сумме  дистанций,  пройденных  волной
на  первом  (уже  известном)  и  втором  участках

( ),eN z  необходимо выбрать соответствующий вид

параболы.  Для  этого  вычислим  03 3( , ),D D  

полагая, что выше  2rz  профиль электронной кон-
центрации  описывается  линейной  функцией  с

высотным градиентом 
2

1 d ( ) d .
r

e z z
N z z


   Если

0| |D D D     ( D   –  погрешность,  обусловлен-

ная  ошибками  измерения  углов  прихода),  то  в
качестве  аппроксимирующей  функции  второго
сегмента выбираем линейную. Если  0D D D  

или  0 ,D D D    то соответственно выбирается
распределение (9) или (10). После выбора пара-
болы того или иного вида решается система (15)
и  определяются  параметры  второго  сегмента.
Применяя  аналогичный  подход  к  i-му  участку

( ),eN z   можно  определить  параметры  каждого
сегмента и, следовательно, восстановить профиль
электронной концентрации ионосферы.

Полиномиальная  аппроксимация  измеряемой
функции  ( ).    Полиномиальная  аппроксима-
ция широко используется при обработке резуль-
татов физических наблюдений [28] и решении не-
корректно  поставленных  обратных  задач  [29].
Основными преимуществами такого подхода яв-
ляются  возможность  аналитического  предс-
тавления  измеряемой  функции,  а  также  умень-
шение влияния ошибок измерения за счет при-
менения  различных  алгоритмов  регуляризации,
например,  минимизации  среднеквадратичного
отклонения [30].

Представим  измеряемую  зависимость  ( ) 
в виде полинома n-й степени, т. е.

0

( ) ,
n

i
i

i

     (16)

где  i  – коэффициенты полиномиального разло-
жения.

Подставляя (16) в (5), получим

2
0 0

2 d
( ) .

AN in

i
i

z N
AN

 
 
 
  (17)

Согласно [31], интеграл под знаком суммирова-
ния равен

/ 2

2
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d 1 1 1
( ) B , ,

2 2 2

AN i
i i

AN
AN

   
  

 


где  B( , )   – бета-функция.
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Выражая  B( , )   через гамма-функции,

( ) ( )
B( , ) ,

( )

   
  

  

и подставляя полученное выражение в (17), полу-
чим решение уравнения (4) в следующем виде:

  2

0

( 1) 21
( ) ( ) .

( 2 1)

n
ii

i

i
z N AN

i

  


 
 (18)

Можно  показать,  что  при  использовании  по-
линомов (16) определенного вида решение (18)
соответствует  достаточно  простым  модельным
представлениям профиля электронной концентра-
ции  ( ),eN z  широко использующимся для прак-
тических  целей.  Так,  например,  если  ( )  

0 1 ,     то  из  (18)  получаем  0( )z N   

1

2
,AN


  что  соответствует  параболическому

слою  [27],  а  при  2
0 21( )        имеем

2
0( ) ,

2
z N AN


    т. е. линейный слой.

Вполне очевидно, что максимальная степень n

полиномиального представления (16) должна быть
меньше  величины  1.M    Более  того,  посколькуу

( )   измеряется с некоторой погрешностью, для
обеспечения устойчивости алгоритма решения об-
ратной  задачи  необходимо  выполнение  условия

2.n M   При этом коэффициенты  i  находятсяся
с применением регуляризирующих процедур (на-
пример, по критерию наименьших квадратов [29]),
что позволяет существенно уменьшить влияние
погрешности  измерений.  Следует  также  отме-
тить, что стремление повысить точность аппрок-
симации  путем  увеличения  степени  полинома
не  всегда  приводит  к  желаемому  результату,  а
зачастую, даже наоборот, ухудшает устойчивость
алгоритма  решения  обратной  задачи.  Поэтому

при  выборе  степени  полинома 
0

( )
n

i
i

i

    
представляется  целесообразным  учитывать  ап-

риорную информацию о профиле электронной кон-
центрации  и  состоянии  ионосферы.  Это  могут
быть,  например,  данные  об  условиях  освещен-
ности  трассы  зондирования  (дневные,  ночные
или  переходные,  т. е.  вблизи  солнечного  тер-
минатора), географической широте расположения
передающего и приемного пунктов (высоко-, низ-
ко- или среднеширотная ионосфера), степени воз-
мущенности ионосферы и т. д.

4. Çàêëþ÷åíèå

Методом геометрической оптики в приближении
изотропной плазмы решена обратная задача на-
клонного зондирования плоскослоистой ионосфе-
ры  в  интегральной  постановке.  В  качестве  из-
меряемых  параметров  использовались  частот-
ные зависимости вертикальных углов прихода ВЧ
сигналов, распространяющихся вдоль односкач-
ковых  радиотрасс  средней  протяженности  (до
1000 км). Выполнены оценки погрешности вос-
становления высотного профиля электронной кон-
центрации  ( )eN z  в зависимости от ошибки из-
мерения углов прихода зондирующих сигналов
в угломестной плоскости и неточности задания
длины  трассы  распространения  0.D   Показа-
но, что для обеспечения точности восстановле-
ния  ( ),eN z   сопоставимой  с  характеристиками
современных  ионозондов,  ошибка  измерения
частотно-угловых характеристик пробных сигна-
лов не должна превышать  0.5   для трасс дли-
ной  300 1000  км.

Погрешность  метода,  связанная  с  неточным
знанием длины трассы распространения, опре-
деляется относительной ошибкой задания дис-
танции  0.D   Данное  обстоятельство  позволяет
использовать для частотно-углового зондирова-
ния ионосферы сигналы неспециального вида, на-
пример, излучение современных станций ВЧ ве-
щания, которые, как правило, оборудованы не-
сколькими передатчиками (а некоторые из них
и  десятками)  и  большим  количеством  антенн,
сосредоточенных на площадях размером в еди-
ницы километров, и одновременно излучают на
нескольких несущих частотах. Таким образом,
для диагностических трасс длиной в несколько
сотен километров можно считать, что все пере-
датчики данного центра вещания расположены
в одном месте. При этом погрешность восста-
новления  ( )eN z   составит  несколько  десятых
долей процента.

Поскольку  в  случае  диагностики  ионосферы
сигналами широковещательных ВЧ станций ко-
личество зондирующих частот может оказаться
недостаточным для решения обратной  задачи в
интегральной постановке, разработаны алгорит-
мы  восстановления  высотного  распределения
электронной  концентрации  на  основе  полино-
миальных аппроксимаций либо искомого профи-
ля  ( ),eN z  либо измеряемой функции  ( ). 
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ELECTRON DENSITY PROFILE RECOVERY
ACCURACY AND APPLICATION
OF POLYNOMIAL APPROXIMATIONS
IN THE FREQUENCY-AND-ANGULAR SOUNDING
OF THE IONOSPHERE

Purpose: Analysis of the error in recovering the height profile of
the electron density of the ionosphere by the frequency-and-
angular  sounding  technique  in dependence on  the accuracy
of measuring vertical plane angles of arrival of the probe signals
and  inexactness  of  specifying  the  propagation  path  length.
Development of algorithms for ionospheric diagnostics in the
case of a limited number of the sounding frequencies on the basis
of polynomial approximations of the sought for electron density
profile or measured frequency-and-angular characteristic of the
probe signals.
Design/methodology/approach: To treat the inverse problem
of recovering the ionospheric electron density profile, the stan-
dard method is applied for solving an Abel integral equation,
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relating the sought for profile to frequency dependences of ar-
rival angles of the probe signals propagating along oblique radio
paths. The accuracy of the developed algorithm is analyzed with
the use of the statistical theory of measurement error estimation.
Findings: The error of recovering the electron density profile
of the ionosphere by the frequency-and-angular sounding tech-
nique has been estimated in dependence on the accuracy of mea-
suring the arrival angles of the probe signals and inexactness of
specifying the propagation path length. Algorithms have been
developed for ionospheric diagnostics in the case of a limited
number of sounding frequencies, based on polynomial approxi-
mations of either the sought for electron density profile or the
frequency dependence of the arrival angles of the probe signals.
Conclusions: The ray optics technique is used within the isotro-
pic plasma approximation to solve the inverse problem of ob-
lique sounding of a plane stratified ionosphere in the integral
formulation. The measured parameters are frequency dependen-
ces of the vertical plane angles of arrival of HF signals propaga-
ting along single-hop radio paths of moderate lengths (up to
1000 km). It is shown that to provide the accuracy of electron
density profile recovering, comparable to the characteristics
of modern ionosondes, the error in measuring the frequency-
and-angular characteristics of the probe signals should not ex-
ceed 0.5 degree for path lengths 300 to 1000 km.

The error of the method associated with inaccurate know-
ledge of the propagation path length is determined by the rela-
tive error of its specification. This fact makes it possible to use
non-dedicated signals for frequency-and-angular sounding of
the ionosphere, for example, emissions of modern HF broad-
casting stations which, as a rule, are equipped by several trans-
mitters (some of them by dozens) being located on areas of
units of kilometers in size and radiate simultaneously at seve-
ral carrier frequencies. For diagnostic links of several hundreds
of kilometers in length it can be supposed that all transmitters
of a given broadcast center are located at a single place. The
error of recovering the electron density profile in this case will
make a few tenths of a percent.

For ionospheric diagnostics in the case of a limited number of
sounding frequencies, algorithms for recovering the electron den-
sity  height  distribution  have  been  developed  on  the  basis
of polynomial approximations of either the sought for profile
or the measured function.

Key words: ionosphere, electron density profile, oblique soun-
ding, probe signal angles of arrival, polynomial approximation
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ТОЧНІСТЬ ВІДНОВЛЕННЯ ПРОФІЛЯ ЕЛЕКТРОННОЇ
КОНЦЕНТРАЦІЇ ТА ЗАСТОСУВАННЯ
ПОЛІНОМІАЛЬНИХ АПРОКСИМАЦІЙ
ПРИ  ЧАСТОТНО-КУТОВОМУ
ЗОНДУВАННІ ІОНОСФЕРИ

Предмет  і  мета  роботи:  Аналіз  похибки  відтворення
висотного  профіля  електронної  концентрації  іоносфери
методом частотно-кутового зондування залежно від точ-

ності вимірювання кутів приходу пробних сигналів у верти-
кальній площині та задання довжини траси поширення.
Розробка алгоритмів діагностики іоносфери при обмеже-
ній кількості зондувальних частот, що ґрунтуються на вико-
ристанні поліноміальних апроксимацій шуканого профіля
електронної концентрації або вимірюваної частотно-кутової
характеристики пробних сигналів.
Методи і методологія: Для розв’язання оберненої задачі
щодо відтворення профіля електронної концентрації іонос-
фери використовується стандартний метод розв’язку інтег-
рального рівняння Абеля, що пов’язує шуканий профіль
з частотними залежностями кутів приходу зондувальних
сигналів на похилих трасах поширення. Точність розробле-
ного алгоритму аналізується з використанням статистичної
теорії оцінки похибки вимірювань.
Результати: Отримано оцінки похибки відтворення про-
філя електронної концентрації іоносфери методом частотно-
кутового зондування залежно від точності вимірювання
кутів приходу пробних сигналів і похибки задання довжини
траси поширення. Розроблено алгоритми діагностики іоно-
сфери у випадку обмеженої кількості зондувальних частот,
що ґрунтуються на поліноміальній апроксимації або шука-
ного профіля електронної концентрації, або частотної залеж-
ності кутів приходу пробних сигналів.
Висновки: Методом геометричної оптики в наближенні ізот-
ропної плазми розв’язано обернену задачу похилого зонду-
вання пласкошаруватої іоносфери в інтегральній постановці.
Вимірюваними параметрами є частотні залежності вертикаль-
них кутів приходу ВЧ сигналів, що поширюються уздовж
однострибкових радіотрас середньої довжини (до 1000 км).
Показано, що для забезпечення точності відтворення про-
філя електронної концентрації, порівнюваної з характерис-
тиками сучасних іонозондів, похибка вимірювання частотно-
кутових характеристик пробних сигналів не повинна переви-
щувати 0 5.   для трас довжиною 300 1000  км.

Похибка метода, пов’язана з неточним знанням довжини
траси поширення, визначається відносною похибкою її за-
дання. Дана обставина дозволяє використовувати для час-
тотно-кутового зондування іоносфери сигнали неспеціаль-
ного виду, наприклад, випромінювання сучасних станцій ВЧ
мовлення, які оснащені, як правило, кількома передавачами
(а деякі й десятками), розташованими на площах розміром
в одиниці кілометрів, та випромінюють одночасно на кількох
несучих частотах. Для діагностичних трас довжиною в де-
кілька сотень кілометрів можна вважати, що всі передавачі
даного центра мовлення розташовані в одному місці. Похиб-
ка відтворення профіля електронної концентрації при цьому
складатиме кілька десятих часток відсотка.

Для діагностики іоносфери у випадку обмеженої кількості
зондувальних частот розроблено алгоритми відтворення
висотного розподілу електронної концентрації на основі по-
ліноміальних апроксимацій або шуканого профіля, або ви-
мірюваної функції.

Ключові слова: іоносфера, профіль електронної концентрації,
похиле зондування, кути приходу пробних сигналів, поліно-
міальна апроксимація
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