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Предмет і мета роботи: Досліджується можливість підвищення точності визначення рельєфу поверхні планети за 
допомогою методу вдосконаленої фотоклинометрії шляхом прив’язки шуканого рельєфу до альтиметричних даних. 
Запропоновано загальний підхід до розв’язання проблеми. Обговорюється використання альтиметрів, що мають як 
широку, так і вузьку діаграму спрямованості, однак більш детально розглядається урахування даних альтиметра з 
вузькою діаграмою спрямованості. Просторова роздільна здатність обчисленого рельєфу при використанні методу 
вдосконаленої фотоклинометрії відповідає просторовій роздільній здатності використовуваних зображень. Альти-
метр дозволяє виконати абсолютну прив’язку висот поверхні та підвищує точність визначення рельєфу.
Методи і методологія: Робота базується на використанні методу вдосконаленої фотоклинометрії для визначення ре-
льєфу ділянки поверхні планети за зображеннями. Цей метод є математично строгим і спирається на байєсівський 
статистичний підхід, що дозволяє визначити найбільш імовірний рельєф за наявними даними спостережень.
Результати: Запропоновано підхід до визначення оптимальної статистичної оцінки висот поверхні за зображеннями в 
рамках методу вдосконаленої фотоклинометрії та отримано вираз для оптимального фільтра, що переводить вихідні 
зображення і дані альтиметра з широкою діаграмою спрямованості в найбільш імовірний рельєф ділянки поверхні 
планети. Сформульовано метод прив’язки даних альтиметра з вузькою діаграмою спрямованості. Виконано перевірку 
працездатності цього методу за допомогою комп’ютерного моделювання. Виконано відновлення рельєфу ділянки по-
верхні Місяця в Морі Дощів за трьома зображеннями й даними лазерного альтиметра, отриманими космічним апара-
том Lunar Reconnaissance Orbiter.
Висновки: Урахування даних альтиметра, що має вузьку діаграму спрямованості, підвищує точність визначення рельєфу. 
Використанню даних, отриманих альтиметром з вузькою діаграмою спрямованості, слід надати перевагу порівняно 
з даними альтиметра з широкою діаграмою спрямованості. Показано, що урахування даних альтиметра з вузькою 
діаграмою спрямованості істотно підвищує точність визначення висот порівняно з випадком використання виключно 
зображень та допомагає прискорити процедуру обчислень.
Ключові слова: рельєф поверхні планети, фотометрія, альтиметр, оптимальна фільтрація, статистична оцінка ви-
падкової величини

DOI: https://doi.org/10.15407/rpra26.02.173

УДК 528.85:52-17:
        519.2:520.876

1. Âñòóï

Рельєф планети можна досліджувати з Землі 
або з орбіти як безпосередньо, за допомогою 
радіолокаційного або лазерного висотоміра, так 
і опосередковано, за розподілом яскравості на 
зображеннях (радіолокаційних або оптичних), 
отриманих при різних напрямках освітлення.
Альтиметричний метод за своєю суттю є послі-

довним, тому що в ньому відстані до елементів 
поверхні вимірюються послідовно одна за одною. 
У разі потреби побудувати карту рельєфу ділянки 
поверхні з високою роздільною здатністю апарат 
має виконати велику кількість прольотів над цією 
ділянкою (див., наприклад, [1–4]), що може зро-
бити бажану роздільну здатність недосяжною.
Вихід зі становища міг би дати будь-який па-

ралельний метод, початкову інформацію для 

якого можна було б отримати за одну або кіль-
ка експозицій, наприклад, у вигляді зображень. 
Таким методом і є фотометричний метод, запро-
понований в [5], розвинений в [6],  який часто 
називається фотоклинометричним. При цьому 
поняття “фотометрія” вживається в розширено-
му розумінні як вимір яскравості в будь-якому 
діапазоні довжин хвиль, не обов’язково в оп-
тичному. Так, у роботі [7] розглядається визна-
чення рельєфу поверхні за допомогою радіоло-
катора з синтезованою апертурою. Метод було 
випробувано на модельних [8] та реальних зобра-
женнях [9].
Фотоклинометричний метод дозволяє отрима-

ти рельєф із точністю та роздільною здатністю, 
що властиві початковим зображенням. Це озна-
чає високу роздільну здатність, але не завжди 
достатню точність. З іншого боку, пряма альти-
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метрія може дати високу точність, але має обме-
жені можливості щодо роздільної здатності.
Тому природним чином виникає питання про 

можливість об’єднання цих методів з тим, щоб 
скористатися кращими рисами кожного з них. 
Цьому й присвячено цю статтю.

2. Іñòîðіÿ ïèòàííÿ

До початку космічної ери 4 жовтня 1957 р. єди-
ним джерелом інформації про будову поверхні 
планети були астрономічні спостереження. Роз-
глядаючи Місяць у телескоп у відповідній фазі, 
можна було легко побачити рельєф його поверхні. 
Однак визначити його кількісно, тобто знайти 
функцію ( , ),H x y  що визначає залежність висоти 
H поверхні від координат x, y,  було проблемою, 
яку ще тільки належало розв’язати. У 1951 р. Ван 
Діггелен [10] запропонував свій метод: знайти 
рельєф як інтеграл від поля нахилів, яке можна 
визначити за яскравістю елементів на m зобра-
женнях, отриманих при різних умовах освітлен-
ня, знаючи фотометричні властивості місячної 
поверхні [11].
Така можливість базується на тому, що яскра-

вість елементарної ділянки на поверхні завдяки 
оптичним властивостям її матеріалу певним чи-
ном залежить від орієнтації цієї ділянки віднос-
но спостерігача та джерела освітлення. Якщо ця 
залежність відома, існує можливість визначити 
нахил елемента поверхні за його яскравістю на 
декількох зображеннях, отриманих при різних 
умовах освітлення, шляхом розв’язання відпо-
відного алгебраїчного рівняння для кожної точки 
досліджуваного району.
Задача визначення рельєфу, таким чином, зво-

дилася до розв’язку диференціального рівняння

( , ) ( , ),H x y x y  t  (1)

де ( , )x yt  – поле нахилів, знайдене з початкових 
знімків. Це рівняння елементарно розв’язується 
шляхом інтегрування поля нахилів по контуру, 
що веде з початку координат у точку ( , ).x y  Та-
ким чином, задачу, здавалось би, було розв’язано. 
У цій задачі, однак, крилася некоректність, що 
знецінює отриманий результат.
Як відомо [12], ротор поля, що є градієнтом 

деякого скалярного поля, тотожно дорівнює 
нулю. Тому інтеграл від цього поля по контуру, 
що веде з точки A в точку B, не залежить від фор-

ми контуру, що забезпечує можливість коректно 
обчислити висоту в кожній точці досліджуваного 
району. Як і в багатьох інших обернених задачах, 
гармонія порушується у той момент, коли ми за 
праву частину рівняння беремо дані, отримані 
в результаті експерименту або спостереження. 
Похибка, що міститься в правій частині (1), по-
рушує рівність ротора правої частини нулю. 
В результаті значення обчисленої висоти в точці 
B буде залежати від шляху інтегрування, і зна-
чення висоти стає неоднозначним. Рівняння (1) 
у цьому випадку (при випадковому шумі) з імо-
вірністю 1 взагалі не має розв’язку.
Ідея фотоклинометрії у формі (1) широко ви-

користовувалася для визначення рельєфу ділянок 
поверхні планет (див., наприклад, [13–17]). Але 
щоразу треба було розробляти унікальні алго-
ритми для врахування особливостей конкретно-
го матеріалу спостережень та методів виконання 
зйомки. Останнім часом традиційна фотоклино-
метрія (1) використовувалася в комбінації з фо-
тограмметрією (метод використання паралаксу, 
що обчислюється для окремих деталей поверхні 
при різних напрямках спостереження), зокрема, 
для визначення форми деяких малих тіл Соняч-
ної системи (див., наприклад, [18–21 ]) та у до-
слідженні поверхні Місяця [22–24].
Розв’язок задачі визначення рельєфу за зобра-

женнями з урахуванням похибок реальних ви-
мірів було запропоновано в 1973 р. в роботі [5]. 
Замість задачі знайти (неіснуючий) розв’язок рів-
няння (1), було поставлено задачу знайти опти-
мальну статистичну оцінку для ( , )H x y  при за-
даному ( , ).x yt
Цей підхід було здійснено, розвинуто, дослі-

джено і поширено на випадок, коли визначенню 
підлягає не тільки рельєф поверхні, але одночасно 
і її фотометричні параметри (альбедо тощо) [6]. 
Отриманий в результаті метод, названий методом 
удосконаленої фотоклинометрії, було успішно 
використано для визначення топографії деяких 
ділянок поверхні Марса за оптичними зображен-
нями [9].
Останнім часом прямі альтиметричні вимірю-

вання поверхні планет, доступні широкій науко-
вій громадськості, здійснюються в рамках тих 
самих космічних експериментів, що включають 
в себе отримання якісних зображень поверхні з 
високою роздільною здатністю та координатною 
прив’язкою. У зв’язку з цим на порядок денний 
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стало питання про поєднання переваг кожного 
з обговорюваних у цій статті методів (удоско-
наленої фотоклинометріі та альтиметрії). Цей 
новий підхід було розроблено в Інституті радіо-
фізики та електроніки ім. О. Я. Усикова НАН 
України і коротко викладено в [25]. Нижче його 
суть викладається більш детально.

3. Îïòèìàëüíà ñòàòèñòè÷íà îöіíêà

Теорія оптимальних статистичних рішень сягає 
корінням у XVIII століття до часів Байєса [26], 
Лапласа [27], Гауса [28] і Лежандра [29]. Подаль-
ший сплеск її розвитку почався у середині 40-х 
років XX-го століття. Основні її положення зі-
брано у працях [30, 31]. Коротко, суть її полягає 
в тому, що за оптимальну статистичну оцінку 
випадкової величини X (не обов’язково скаляр-
ної), яка вимірюється в експерименті, береться 
таке її значення x, що мінімізує апостеріорне ма-
тематичне сподівання 0( , )F x X  функції (функ-
ціоналу) втрат 0( , ),F x X  де 0X  – справжнє (але 
невідоме) значення величини X. Функція втрат 
F визначає величину збитку, який ми зазнаємо 
в разі, коли справжнє значення X дорівнює 0 ,X  
а її оцінка дорівнює x. Таким чином, приймаю-
чи за значення величини X таке значення x, ми 
зменшуємо до можливого мінімуму збиток, якого 
ми зазнаємо при великій серії спостережень від 
неточного визначення X.
Вид функції втрат не визначається цією тео-

рією, є зовнішньою інформацією по відношен-
ню до неї і задається в кожній конкретній задачі 
окремо. Зазвичай, якщо немає причин вчинити 
інакше, її приймають рівною

2
0 0( , ) ( ) .F x X x X   (2)

На користь такого вибору промовляє ціла низка 
фізичних і просто практичних міркувань.
Нескладні викладки показують, що визначена 

таким чином оптимальна оцінка значення вели-
чини X дорівнює апостеріорному математично-
му сподіванню apoX   величини X. Іноді за опти-
мальну оцінку беруть найімовірніше значення x, 
тобто таке значення x, при якому густина апосте-
ріорного розподілу x досягає максимуму. Якщо 
за функцію втрат беруть функцію (2), при нор-
мальному розподілі похибки ці дві оцінки збі-
гаються.

Статистична оцінка базується на формулі Байє-
са, яка зв’язує апостеріорну густину ймовірності 

apo ( )x  з апріорною густиною apr ( )x  через 
умовну густину ймовірності ( | )Y x  отримати в 
експерименті з вимірювання X результат Y за умо-
ви, що вимірювана величина X має значення x,

apo apr( ) ( ) ( | ) ,x x Y x N     (3)

де N – нормуючий множник, вид якого в даному 
контексті є несуттєвим.

4. Îïòèìàëüíà îöіíêà ðåëüєôó ïîâåðõíі
Стосовно рельєфу те, що сказано, означає ось що. 
Нехай рельєф деякого району поверхні плане-
ти, освітленого Сонцем, описується функцією 

( , ).H x y  У результаті спостережень цього району 
отримано m знімків. За яскравістю поверхні на 
цих знімках можна знайти поле нахилів ( , ).x yt  
Оскільки яскравість на цих знімках визначається 
з деякою похибкою, те ж саме можна сказати і 
про поле нахилів. Тому рівняння (1) тепер слід 
записати у вигляді

( , ) ( , ) ( , ),H x y x y x y  t   (4)

де ( , )x yt  – поле нахилів, знайдене з початкових 
зображень, яке містить похибки вимірювання, 
а ( , )x y  – (невідома) випадкова похибка поля 
нахилів. Як зазначалося вище, ротор похибки 

( , )x y  відрізняється від нуля, і це призводить 
до того, що розв’язок рівняння (4) не існує. Тому, 
замість задачі розв’язати це рівняння, ми будемо 
ставити задачу знайти оптимальну статистичну 
оцінку рельєфу ( , ),H x y  виходячи з рівняння (4). 
Для цього треба, щоб було задано апріорну ста-
тистику для рельєфу і похибки. Цю вимогу ми 
виконаємо, вважаючи, що ( , )H x y  і ( , )x y  є реа-
лізаціями стаціонарних гаусівських процесів із 
заданими спектральними густинами ( , )H x yI k k  
і ( , ).x yI k k  Тут xk  і yk  – компоненти вектора 
просторової частоти k. 
Оскільки для стаціонарного гаусівського про-

цесу фур’є-компоненти розподілені незалеж-
но одна від одної та нормально, квазігустина їх 
розподілу [32] (межа густини розподілу в скін-
ченновимірному функціональному просторі, 
коли вимірність простору наближається до не-
скінченності) має вигляд
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2
( , )

( ) exp d d ,
( , )

x y
h x y

H x y

H k k
H k k

I k k

 
   
  
 





2
( , )

( ) exp d d ,
( , )

x y
x y

x y

k k
k k

I k k


 
     
 



 


де H  і   – фур’є-образи функцій ( , )H x y  і 
( , ).x y
Звідси та з (3) для апостеріорної густини 

ймовірності рельєфу ( , )H x y  при відомому 
( , )x yt  у правій частині (4) одержимо

2
( , )

ln ( | ) d d
( , )

x y
x y

H x y

H k k
H k k

I k k
   t




2
( , ) ( , )

d d .
( , )

x y x y
x y

x y

i H k k k k
k k

I k k




k t 
 (5)

Розглянемо найпростіший випадок, коли спек-
тральна щільність похибки   постійна на всій 
частотній площині, а апріорна спектральна щіль-
ність рельєфу досить велика, щоб у (5) першим 
доданком порівняно з другим можна було знех-
тувати. (Це означає, що ми нехтуємо апріорними 
відомостями про статистику рельєфу.) Тоді (5) 
набуває вигляду

21ln ( | ) ( , ) ( , ) d d ,x y x y x yH i H k k k k k k
I

   t k t  

або в координатному представленні

 21ln ( | ) ( , ) ( , ) d d .H H x y x y x y
I

    t t  (6)

Статистична задача знайти максимум 
 apo ( , )H x y  зводиться до варіаційної задачі 

знайти рельєф ( , ),H x y  що забезпечує мінімум 
інтеграла в (6). Тепер, щоб одержати рівняння 
для шуканого рельєфу, треба варіаційну похідну 
функціонала

 2( ) ( , ) ( , ) d dF H H x y x y x y   t  (7)

по ( , )H x y  прирівняти до нуля, що приводить до 
рівняння Пуассона

( , ) div ( , ).H x y x y  t  (8)

Чисто формально цей результат можна одер-
жати, просто взявши дивергенцію від обох ча-
стин рівняння (1). Задача розв’язку цього рівнян-
ня коректна, оскільки вихрова складова похибки 
поля нахилів тепер не впливає на результат: її 
дивергенція дорівнює нулю.

5. Ãðàíè÷íі óìîâè

Розв’язок варіаційної задачі, крім рівняння (8), 
дає ще й гранична умова для ( , )H x y  на межі до-
сліджуваного району C. Видаються природними 
такі два випадки.

1. На межі району відомий рельєф ( , ).h x y  Тоді 
ми маємо граничну умову Коші:

( , ) ( , ).CH x y h x y

Цей випадок має більш академічний характер, 
тому що на практиці зустрічається рідко. Типові-
шим є інший випадок.

2. Жодних додаткових відомостей про рельєф 
району немає. У цьому разі з умови мінімуму 
функціонала (7) випливає гранична умова Ней-
мана

( , ) ( , )CH x y x y  nt

на межі C.

6. Ìîæëèâіñòü ïіäâèùåííÿ 
òî÷íîñòі øëÿõîì óðàõóâàííÿ 
àëüòèìåòðè÷íèõ äàíèõ

Як уже було сказано в п. 2, для підвищення точ-
ності визначення рельєфу слід поєднувати пере-
ваги альтиметрії та методу вдосконаленої фото-
клинометрії, сукупно обробляючи при визначенні 
рельєфу фотометричні і альтиметричні дані. При 
цьому з усіх можливих ситуацій можна виділити 
два найбільш типових і в деякому розумінні про-
тилежних випадки.
Випадок 1: діаграма спрямованості локатора 

може бути широкою. Результат альтиметрії по-
криває увесь досліджуваний район, має форму 
радіолокаційного зображення і характеризується 
функцією ( , ).h x y  При цьому, однак, просторова 
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роздільна здатність на такому зображенні зазви-
чай буває невисокою з технічних причин, пов’я-
заних з обсягом роботи щодо його отримання. 
Роздільна здатність, з якою буде отримано за та-
кими даними рельєф, буде визначатися розділь-
ною здатністю основних (фотометричних) зобра-
жень, за якими буде визначатися поле нахилів.
Випадок 2: діаграма спрямованості локатора 

може бути досить вузькою, наприклад, при вико-
ристанні лазерного альтиметра. Результат альти-
метрії буде поданий набором із невеликого числа 
вимірювань в окремих точках. Це дає можливість 
знати ( , )H x y  у точно відомому місці з високою 
точністю, проте це буде не рельєф ( , ),H x y  а 
лише набір вимірювань висоти в окремих (зазви-
чай нечисленних) точках.

7. Âèïàäîê àëüòèìåòðà 
ç øèðîêîþ äіàãðàìîþ ñïðÿìîâàíîñòі
Варіант використання таких вимірів висот, вклю-
чаючи результати комп’ютерного моделювання, 
детально обговорюється в [33]. Нижче надаєть-
ся короткий виклад основних ідей і отриманих 
в [33] результатів.
Нехай діаграма спрямованості альтиметра 

характеризується функцією ( , ).D x y  Тоді отри-
мане ним зображення рельєфу ( , )h x y  є згорт-
кою справжнього рельєфу ( , )H x y  із діаграмою 
спрямованості локатора. При цьому ( , )h x y  збу-
рене похибкою вимірювання відстані ( , ),x y  і в 
результаті зв’язок між ( , )H x y  і ( , )h x y  набирає 
вигляду

( , ) ( , ) ( , )d d ( , ).h x y D x x y y H x y x y x y         
 (9)

У частотному представленні рівність (9) вигля-
дає як

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).x y x y x y x yh k k D k k H k k k k       (10)

Оскільки для стаціонарного гаусівського про-
цесу фур’є-компоненти розподілені незалеж-
но, задачу визначення найбільш імовірного рельє-
фу виходячи з формули Байєса (3) та рівності 
(10) можна розв’язувати для кожної фур’є-ком-
поненти окремо. Якщо  маємо тільки альтимет-
ричні зображення (10), то задача визначення 
найбільш імовірного рельєфу зводиться до мі- 
німізації виразу

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x yq k k h k k D k k H k k     (11)

для кожної з компонент ( , )x yk k  окремо. У цьо-
му випадку оптимальною статистичною оцінкою 

( , )x yH k k  буде

0 ( , )x yH k k 

*

*

( , ) ( , )
.

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x y x y

x y x y x y H x y

D k k H k k
D k k D k k I k k I k k




 
   (12)

Одержаний вираз є двовимірним аналогом 
класичного вінерівського фільтра.
Коли ж задано альтиметричне зображення 

),( yxh  та поле нахилів ),( yxt , обчислене за зо-
браженнями, то мінімізації підлягає вираз

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x yq k k h k k D k k H k k    

2
( , ) ( , ) .x y x yk k i H k k t k 

Він досягає мінімуму при

*

0
( , ) ( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , )

x y x y x y
x y

x y x y

D k k h k k i k k
H k k

I k k I k k 

 
    
 

kt 


*( , ) ( , )1
( , ) ( , )

x y x y

H x y x y

D k k D k k
I k k I k k


  


 

1
2

.
( , )x yI k k






 



k  (13)

Шуканий найбільш імовірний рельєф 0 ( , )H x y  
можна одержати з (12) або (13) зворотним пере-
творенням Фур’є. Таким чином, ми отримує-
мо рельєф ( , )H x y  з такою ж високою розділь-
ною здатністю, з якою нам відоме поле нахилів 

( , ),x yt  та приблизно з тією ж точністю, з якою 
виконується альтиметрична зйомка району.

8. Âèïàäîê àëüòèìåòðà 
ç âóçüêîþ äіàãðàìîþ ñïðÿìîâàíîñòі
Цей випадок відрізняється від попереднього 
(п. 7) тим, що альтиметричні дані надаються 
невеликим числом p відліків 1 2, , ..., ph h h  в точ-
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ках поверхні 1 1 2 2( , ), ( , ), ..., ( , )p px y x y x y  та по-
кривають лише незначну частину площі району. 
Тому підхід, прийнятий в п. 7, навіть у найпро-
стішому випадку, коли спектральні щільності 

( , )x yI k k  та ( , )x yI k k  є константами, призво-
дить тепер до більш складного математичного 
формалізму. Повторюючи всі попередні мірку-
вання, отримаємо, що за аналогією з (7) та (11) 
мінімізації підлягає функціонал

 2( ) ( , ) ( , ) d dF H x y H x y x y   t

2

1
( , ) ( , )d d .

p

i i i
i

h D x x y y H x y x y


        (14)

Умова рівності нулю варіаційної похідної від 
цього функціоналу за H, як і раніше, дає нам рів-
няння для найбільш імовірного рельєфу, проте 
тепер це рівняння буде інтегродиференційним, 
і ми зустрінемося з певними складнощами при 
його розв’язанні.
Замість цього ми підемо іншим, більш про-

стим, шляхом. Будемо вважати похибку вимі-
рювання висоти альтиметром та ширину його 
діаграми спрямованості настільки малими, що 
ними можна знехтувати. Це зазвичай має місце 
для якісного лазерного альтиметра.
Тоді треба буде мінімізувати лише перший 

доданок в (14), що приведе до рівняння Пуас-
сона (8), проте рівність нулю другого доданка 
в (14) дасть додаткову умову, що накладається 
на розв’язок рівняння (8). Незважаючи на всю 
проблематичність цієї вимоги при аналітичному 
розгляді задачі, при числовому розв’язку його 
виконати дуже просто. Для цього при розв’язан-
ні рівняння (8) методом кінцевих різниць треба 
просто доповнити задану програмі множину гра-
ничних точок точками ( , ),i ix y  1, ..., ,i p  в яких 
виконувалися альтиметричні вимірювання, і за-
дати в них умову Коші

( , ) .i i iH x y h

Перевірка ефективності цього прийому на 
практиці при визначенні рельєфу за модельними 
зображеннями та альтиметричними даними дала 
добрі результати, як це описано в наступному па-
раграфі.

9. Ïåðåâіðêà ìåòîäó ïðè ìàëіé 
êіëüêîñòі âèìіðþâàíü àëüòèìåòðà. 
Îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòіâ
Для перевірки ефективності методу у такій поста-
новці задачі було використано систему комп’ю-
терного моделювання, коротко описану в [34].
Комп’ютерну модель рельєфу, яка використо-

вувалася в експериментах, показано на рис. 1. 
Цей рельєф являє собою поверхню, модифіко-
вану кратерами. Такий тип ландшафту часто зу-
стрічається на планетах земної групи. Середнє 
значення висоти тестового рельєфу прийнято 
рівним нулю, а самі висоти змінюються в межах 
від 02.86   до 02.49 ,  де 0  – середньоквадра-
тичне відхилення висот. Тут ми використовуємо 
середньоквадратичне відхилення висот у межах 
досліджуваної ділянки з тієї причини, що в по-
дальшому при обробці будь-яких реальних знім-
ків це дозволить оцінити похибки обчислень 
і не бути прив’язаним до масштабу рельєфу в 
комп’ютерній моделі.
У цій роботі оброблялися пари зображень 

зі взаємно перпендикулярними напрямками ос-
вітлення і значеннями відношення сигнал/шум 

I ,ÂÑØ  які дорівнюють 1, 10, 50 і 100. Приклад 
пари початкових зображень з I 10ÂÑØ  пока-
зано на рис. 2. Більш світлі тони на рис. 2 відпові-
дають більшій яскравості зображень. Напрямки 

Рис. 1. Початкові дані для тестових експериментів: 
комп’ютерна модель рельєфу ділянки поверхні (більш 
світлі ділянки відповідають більшій висоті)
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освітлення поверхні показано білими стрілками. 
Положення місць вимірювань альтиметра на ді-
лянці поверхні позначено точками на рис. 2, б.
У табл. 1 показано похибку визначення висот 

(що обчислювалася як модуль різниці висот від-
новленого і тестового рельєфу) для різних зна-
чень I.ÂÑØ  Розглядалися варіанти визначення 
рельєфу з урахуванням вимірів альтиметра (ва-
ріант А) і тільки за зображеннями (варіант Б). 
Похибка надається в перерахунку по відношен-
ню до середньоквадратичного відхилення 0  ви-
сот моделі рельєфу.
Згідно табл. 1, при відновленні рельєфу ме-

тодом удосконаленої фотоклинометрії тільки 
за зображеннями (без урахування вимірювань 

альтиметра, варіант Б) для значень I 10ÂÑØ  
похибки визначення висот поверхні складають 
приблизно 0(0.01 0.03) .   Видно, що поліпшен-
ня якості зображень уже само собою дозволяє 
зменшити похибки визначення висот поверхні. 
Урахування даних альтиметра (див. табл. 1, ва-
ріант А) дозволило поліпшити точність визначен-
ня рельєфу приблизно в 1.5 2  рази. Очевидно, 
що при зростанні числа вимірів альтиметра по-
хибки визначення рельєфу будуть зменшуватися.
У табл. 1, крім того, для порівняння наведені 

дані про похибки визначення висот з урахуван-
ням даних альтиметра з широкою діаграмою 
спрямованості (з табл. 1 в [33]). Видно, що вико-
ристання вимірювань альтиметра з вузькою діа-
грамою спрямованості приводить до точнішого 
відновлення рельєфу порівняно з урахуванням 
даних альтиметра з широкою діаграмою спря-
мованості практично для всіх значень I.ÂÑØ  
І тільки при початкових зображеннях з високим 
рівнем шуму I( 1)ÂÑØ  якісні виміри альтиме-
тра з широкою діаграмою спрямованості (від-
ношення сигнал/шум альтиметра I 100,ÂÑØ  
варіант Г табл. 1) можуть привести до точніших 
результатів відновлення рельєфу.
На рис. 3 показано карту модуля похибки для 

варіантів визначення рельєфу тільки за зобра-
женнями (рис. 3, а, б) та з урахуванням вимірів 
альтиметра (рис. 3, в, г).
З рис. 3, а та рис. 3, б добре видно, що най-

більші похибки розташовані на краях ділянки 

Таблиця 1. Середньоквадратичне значення похибки 
обчислення висот поверхні 0( )  за тестовими 
зображеннями: з урахуванням (варіант А) 
і без урахування (варіант Б) даних альтиметра 
з вузькою діаграмою спрямованості; з урахуванням 
даних альтиметра з широкою діаграмою 
спрямованості (дані взято з [33]) при 10ÀÂÑØ   
(варіант В) та 100ÀÂÑØ   (варіант Г)

 1 10 50 100
 А 0.075 0.019 0.008 0.007
 Б 0.106 0.030 0.013 0.016
 В ( 10)AÂÑØ  0.081 0.032 – 0.013
 Г ( 100)AÂÑØ  0.070 0.028 – 0.010

Варіант

Рис. 2. Початкові дані для тестових експериментів: одна з пар початкових зображень I( 10).ÂÑØ  Напрямки освітлен-
ня поверхні показано білими стрілками, точками (б) позначено положення вимірювань альтиметра

IÂÑØ
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і їх вплив може поширюватися досить далеко. 
Це пов’язано з урахуванням граничної умови 
Неймана при реалізації обчислень за допомогою 
методу кінцевих різниць.
Порівнюючи рис. 3, а, б з рис. 3, в, г можемо 

побачити, що похибки визначення рельєфу тіль-

ки за зображеннями і з урахуванням вимірів аль-
тиметра досить істотно різняться. Урахування 
даних альтиметра дозволяє зменшити похибки 
не тільки в середині ділянки, а й поблизу меж. 
Таким чином, наявність даних альтиметра по-
близу межі оброблюваної ділянки дозволяє іс-

Рис. 3. Карта модуля похибки визначення висот методом удосконаленої фотоклинометрії: тільки за зображеннями 
(а – I 1,ÂÑØ  б – I 100)ÂÑØ  і з урахуванням вимірів альтиметра з вузькою діаграмою спрямованості (в – I 1,ÂÑØ  
г – I 100).ÂÑØ  Положення вимірювань альтиметра позначені точками
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тотно доповнити нестачу знань про рельєф на 
межі. Крім цього, урахування даних альтиметра 
з вузькою діаграмою спрямованості дозволяє по-
ліпшити точність визначення великомасштабних 
деталей поверхні (рис. 3, в, г).
Дані альтиметра, що використовуються тут 

при відновленні топографії за тестовими зобра-
женнями моделі рельєфу, надаються у вигляді 
регулярних вимірювань вздовж трьох прольотів 
космічного апарата (КА), рівновіддалених один 
від одного. Проте відомо, що реальний альти-
метр не дасть рівномірного покриття на поверхні 
досліджуваної ділянки: орбіти КА можуть бути 
розташовані на різних відстанях одна від одної, 
або навіть перетинатися. Самі вимірювання мо-
жуть виконуватися з пропусками (з технічних 
причин) або можуть відбраковуватися внаслідок 
контролю якості.
Рельєф ділянки поверхні за серією її зобра-

жень можна відновити і без альтиметричних 
даних взагалі (див., наприклад, [5, 6]). Будь-яка 
додаткова інформація про рельєф, а в нашому 
разі – будь-яке число використаних даних альти-
метра, буде корисною. Наприклад, якщо викори-
стано тільки один вимір альтиметра, то це дозво-
лить отримати абсолютні значення висоти, а не 
тільки розподіл висот щодо середньої поверхні 

досліджуваної ділянки. Якщо використовувати 
більшу кількість вимірів альтиметра, то стане 
можливим, крім того, вибрати найбільш при-
йнятну фотометричну функцію для конкретної 
ділянки поверхні. Очевидно, що чим більше до-
ступних вимірів альтиметра з вузькою діаграмою 
спрямованості для розглянутої ділянки, тим точ-
нішим буде відновлення.

10. Âèçíà÷åííÿ âèñîò ïîâåðõíі Ìіñÿöÿ

Рельєф визначався для ділянки 4.5 3.7  км, роз-
ташованої в Морі Дощів, центр якої має коор-
динати 32.48 ,  340.12 .  Для обробки вико-
ристовувалося три зображення, які являють 
собою фрагменти знімків M183661434LE, 
M186020337RE та M188379229LE [35], отрима-
них камерою з високою роздільною здатністю 
КА LRO (Lunar Reconnaissance Orbiter) [36]. Ази-
мути Сонця CA  на цих знімках відповідно скла-
дають 35.19  (рис. 4, а), 72.87  та 122.99 .  Напря-
мок освітлення на рис. 4, а показано білою 
стрілкою. Різниця азимутів Сонця першого і тре-
тього зображень складає 92.2 ,  що є оптималь-
ним для визначення рельєфу методом удоскона-
леної  фотоклинометрії. Кути падіння випромі-
нювання (освітлення)   змінюються в межах 
32 46 ,    а роздільна здатність знімків – в межах 

Рис. 4. Ділянка місячної поверхні розміром 4.5 3.7  км: а – частина знімка M183661434LE, 35.19 ,CA    46.52 ,    
64,ÂÑØ  роздільна здатність – 5.23 м/піксель, точками позначено положення вимірювань альтиметра; напрямок 

освітлення поверхні показано білою стрілкою; б – рельєф ділянки поверхні, обчислений методом удосконаленої фо-
токлинометрії з урахуванням вимірів альтиметра, відносно еквіпотенційної поверхні з радіусом 1735.214 км, чорними 
лініями показано положення профілів Т, Л і М
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0.75 1.48  м/піксель. Знімки мають хорошу якість, 
їх відношення сигнал/шум становить 37 64.
Знімки було суміщено і зведено до роздільної 

здатності 5.23 м/піксель для того, щоб розмір 
елемента зображень відповідав діаметру відгуку 
окремого лазера альтиметра LOLA (Lunar Orbiter 
Laser Altimeter), що входить у комплект наукових 
приладів КА LRO [37]. Альтиметр LOLA містить 
п’ять лазерів, що дозволяють вимірювати висоту 
поверхні в точках, розташованих в межах 25 м 
один від одного з кроком приблизно 57 м вздовж 
орбіти [37]. Вимірювання альтиметра, які було 
використано у обчисленні рельєфу, показано чор-
ними точками на рис. 4, а.
Припускалося, що альбедо A поверхні змі-

нюється в межах зображення, і яскравість I еле-
мента зображення з координатами ( , )x y  можна 
задати у вигляді

( , ) ( , ) ( ),I x y A x y  

де ( )   – фотометрична функція поверхні, яка 
залежить тільки від кута освітлення і відповідає 
закону Ламберта ( ) cos .     Значення A для 
кожного елемента поверхні обчислювалось за 
елементами трьох вихідних зображень як

1( , ) ( , ) cos ,
3 k k

k
A x y I x y 

де k – номер зображення. Виявилося, що обчис-
лені таким чином значення альбедо змінюються 
в межах 3.18 8.28 %,  його середнє значення до-
рівнює 4.2 %.
Визначення рельєфу виконувалося методом 

удосконаленої фотоклинометрії, реалізованим на 
базі методу кінцевих різниць. Обчислення було 
зупинено, коли середньоквадратична зміна ви-
соти H  між двома послідовними ітераціями 
виявилася меншою 0.87 мм, що було досягнуто 
після 10000 ітерацій. Значення H  у залежнос-
ті від числа ітерацій у обчисленні рельєфу без 
та з урахуванням даних альтиметра наведені в 
табл. 2. Добре видно, що урахування вимірювань 
альтиметра спричиняє відчутний вплив на про-
цес відновлення рельєфу на початкових ітераціях, 
а згодом дозволяє поліпшити точність результату. 
Середньоквадратичне відхилення висот ре-

зультуючого рельєфу становить 25.88 м для ва-
ріанта Д та 21.61 м для варіанта Е. Таким чином, 
середня похибка обчислених висот з урахуван-

ням даних табл. 1 дорівнює 0.20  м для ва-
ріанта Д та 0.28  м для варіанта Е. Видно, 
що урахування даних альтиметра зменшило по-
хибку обчислень.
Топографічні профілі уздовж ліній Т, Л та М 

(рис. 4, б) відновленого рельєфу, обчисленого 
без (сірі товсті лінії) і з урахуванням (чорні лінії) 
даних альтиметра показано на рис. 5. Як видно 
з рис. 5, відносні значення висот H змінюються 
в межах 45  м. Нульова висота знаходиться на 
еквіпотенційній поверхні з радіусом 1735.214 км. 
Відстань L уздовж профілю відраховується в на-
прямку захід–схід (зліва направо на рис. 4, б). 
Світло-сірі прямокутники на рис. 5 – це області 
розташування вимірювань альтиметра.
Порівняння топографічних профілів на рис. 5 

показує, що використання даних альтиметра 
дозволяє контролювати великомасштабні зміни 
висот. Відмінності у рельєфі для випадку його 
визначення без урахування даних альтиметра 
(див. ділянки 1 5O O )  спричинені, найімовірні-
ше, браком відомостей про фотометричну функ-
цію поверхні в досліджуваному районі. Таким 
чином, використання альтиметра дозволяє змен-
шити похибки у обчисленні висот через неточ-
ності в завданні фотометричної функції.
Варіації висот на дрібних масштабах для кож-

ного з двох варіантів відновлення рельєфу вияви-
лися схожими. Глибини кратерів 1 7K K  вияв-
ляються подібними в цих двох випадках. Зміна 
висоти навколишньої поверхні не впливає на сам 
профіль кратера (див., наприклад, кратери 1K ,  

4K ,  6K  та 7K  на рис. 5).

11. Âèñíîâêè

Метод удосконаленої фотоклиномерії для ви-
значення рельєфу поверхні за зображеннями ба-
зується на статистичному підході та є математич-

Таблиця 2. Середньоквадратична зміна висоти  H  
(в сантиметрах) між двома послідовними ітераціями 
з урахуванням (варіант Д) і без урахування 
(варіант Е) даних альтиметра LOLA КА LRO, 
який має вузьку діаграму спрямованості

 50 100 1000 10000
 Д 6.17 2.89 0.480 0.087
 Е 5.24 2.74 0.513 0.155

Варіант Число ітерацій
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но строгим. Він дозволяє визначити найбільш 
імовірні значення висот поверхні за наявними знім-
ками. При цьому роздільна здатність обчислено-

Рис. 5. Зміна висоти H відновленого рельєфу (відносно еквіпотенційної поверхні з радіусом 1735.214 км) уздовж про-
філів Т, Л та М (рис. 4, б). Рельєф, обчислений без та з урахуванням даних альтиметра, показано відповідно сірими 
товстими і чорними лініями. Світло-сірими прямокутниками позначено області розташування вимірювань альтиметра, 

1 7K K  позначають кратери, а 1 5O O  – місця явних відмінностей висот, спричинених урахуванням даних альтиметра

го рельєфу відповідає роздільній здатності вихід-
них зображень і, здебільшого, значно вища від 
того, що можна отримати з альтиметричних даних.
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Урахування даних альтиметра, що має вузьку 
діаграму спрямованості, підвищує точність ви-
значення рельєфу. В експериментах з викорис-
танням комп’ютерної моделі рельєфу при спіль-
ному використанні зображень і даних альтиметра 
похибка визначення висоти поверхні виявилася 
приблизно в 1.5 2  рази меншою порівняно з ви-
падком використання виключно зображень.
Використання вимірювань альтиметра з вузь-

кою діаграмою спрямованості виявляється кра-
щим порівняно з урахуванням даних альтиметра 
з широкою діаграмою спрямованості, оскільки 
дозволяє отримати більш високу точність у обчис-
ленні висот поверхні практично для всіх значень 
відношення сигнал/шум вихідних зображень.
Запропонована в цій статті реалізація методу 

вдосконаленої фотоклинометрії, орієнтована на 
урахування даних вимірювань альтиметра з ву-
зькою діаграмою спрямованості, базується на 
використанні методу кінцевих різниць. Варто за-
значити, що використання цього методу вимагає 
значно більшого часу для обчислень порівняно 
з використанням перетворення Фур’є, як це було 
у випадку альтиметра з широкою діаграмою спря-
мованості [33]. Але урахування даних альтиме-
тра з вузькою діаграмою спрямованості вже саме 
собою дозволяє істотно прискорити процедуру 
обчислень за рахунок зниження числа ітерацій, 
необхідних для досягнення необхідної точності.
Досвід застосування методу вдосконаленої 

фотоклинометріі для відновлення рельєфу мі-
сячної поверхні за трьома зображеннями, отри-
маними камерою з високою роздільною здатні-
стю КА LRO, дозволяє зробити висновок щодо 
можливості отримання адекватних результатів 
при обробці реальних даних сучасних космічних 
місій. Крім того, використання даних альтиметра 
дозволяє контролювати великомасштабні змі-
ни висот, зменшити похибки через неточності 
в завданні фотометричної функції (яка рідко бу-
ває досить точно відомою для поверхонь реаль-
них космічних тіл) та прискорити збіжність са-
мого процесу обчислень.
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INVOLVEMENT OF ALTIMETRY INFORMATION 
INTO THE IMPROVED PHOTOCLINOMETRY METHOD 
FOR RELIEF RETRIEVAL FROM A SLOPE FIELD

Purpose: The paper discusses the possibility for increasing the 
planet’s surface relief retrieving accuracy with the improved 
photoclinometry method through the reference of the desired 
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relief to the altimetry data. The general approach to solving the 
problem is proposed. The use of altimeters having both wide 
and narrow beam patterns are discussed, but the narrow beam 
pattern altimeter data is studied more in detail. The spatial 
resolution of the retrieved relief calculated with the improved 
photoclinometry method conforms to the one of the source 
images. Altimetry allows absolute reference to the surface 
heights and improves the accuracy of the relief determination.
Design/metodology/approach: The work is based on the im-
proved photoclinometry method for the planet’s surface re-
lief retrieving from images. This method is mathematical-
ly rigorous and uses the Bayesian statistical approach, that 
allows calculation of the most probable relief according to 
available observations.
Findings: An approach to determining the optimal statistical 
estimate of the surface heights from images in the frames of 
the improved photoclinometry method is proposed and an ex-
pression for the optimal fi lter which converts source images 
along with the wide beam pattern altimetry data into the most 

probable relief of the planet surface area is presented. The refe-
rence technique for the narrow beam pattern altimeter data 
is formulated. The effi ciency of the method has been verifi ed 
with the computer simulation. The relief of the surface area 
in Mare Imbrium on the Moon was retrieved using three 
images and laser altimeter data taken by the “Lunar Recon-
naissance Orbiter” spacecraft.
Conclusions: Accounting for the narrow beam pattern alti-
meter data increases the accuracy of the relief determination. 
Using the narrow beam pattern altimeter data turns out to be 
more preferable over the involving wide beam pattern alti-
meter data. Computer simulation has sho wn that accounting 
for the narrow beam pattern altimeter data signifi cantly increa-
ses the accuracy of the calculated heights as against using ima-
ges exclusively and helps to speed up the calculation procedure.
Key words: planet surface relief, photometry, altimetry, opti-
mal fi ltering, statistical estimation of random value
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