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ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÈÉ ÌÅÒÎÄ Â ÇÀÄÀ×I ÏÐÎ ÄÈÔÐÀÊÖIÞ 
ÏËÎÑÊÎЇ ÅËÅÊÒÐÎÌÀÃÍIÒÍÎЇ ÕÂÈËI 
ÍÀ ÊIËÜÖÅÂIÉ ÙIËÈÍI Â ÏËÎÙÈÍI ÀÁÎ ÍÀ ÊIËÜÖI

Предмет і мета роботи: Розглядається задача про дифракцію плоскої електромагнітної хвилі на кільцевій щілині в 
ідеально провідній нескінченно тонкій площині. Як дуальна до неї розглядається також задача про дифракцію на 
ідеально провідному плоскому нескінченно тонкому кільці. Мета роботи полягає у розвиненні операторного методу 
для аксіально-симетричної структури, розташованої у вільному просторі.
Методи і методологія: Задача розглядається в спектральній області. Розсіяне поле виражається через невідомі амплі-
туди Фур’є (спектральні функції). Кільцева щілина надається у вигляді сполучення двох простіших неоднорідностей, 
а саме круглого диску і круглого отвору в площині, які взаємодіють одна з одною. Амплітуда Фур’є розсіяного поля 
знаходиться як сума двох амплітуд – амплітуди Фур’є поля струмів, що течуть диском, і амплітуди Фур’є поля стру-
мів, що течуть ідеально провідною площиною з круглим отвором. Для цих амплітуд записано операторні рівняння, 
які враховують електромагнітний зв’язок диску з отвором в площині. Рівняння використовують оператори відбиття 
окремого ізольованого диску і окремого отвору в площині. Вони вважаються відомими і можуть бути знайдені, на-
приклад, методом моментів. Оператори відбиття можуть мати особливості. Після перетворень отримано рівняння, 
еквівалентні інтегральним рівнянням Фредгольма другого роду, які можуть бути розв’язанні чисельно.
Результати: Отримано операторні рівняння відносно амплітуд Фур’є поля, розсіяного розглянутою структурою. Дослі-
джено розсіяні поля в далекій зоні для кільцевої щілини і кільця за різних значень параметрів.
Висновки: Отримано строгий розв’язок задачі про дифракцію електромагнітної хвилі на кільцевій щілині в площині 
і на кільці. Задачу зведено до інтегральних рівнянь Фредгольма другого роду. Досліджено розподіл поля в далекій зоні 
за різних параметрів. Розвинений підхід є ефективним інструментом для розв’язання низки задач антенної техніки.
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1. Âñòóï

Задачі про дифракцію на аксіально-симетричних 
розсіювачах, наприклад на диску або кільці, ви-
никають при створенні антенних систем [1‒3]. 
Крім чисто числових методів розв’язання цих за-
дач, таких як метод сіток або метод скінченних 
елементів, які використовують наближені умови 
випромінення і точність яких обмежена кілько-
ма знаками, можна виділити декілька строгих 
підходів. Один з них базується на методі гра-
ничних інтегральних рівнянь. В [4] розглянуто 
дифракцію акустичної хвилі на кільці у випадку 
граничної умови Діріхле. Отримано інтеграль-
не рівняння першого роду з логарифмічною 
особливістю. В роботі [5] отримано інтегральні 
рівняння Фредгольма першого роду для струмів, 
які збуджуються на ідеально провідному кільці. 
В [6] запропоновано схему зведення інтеграль-
них рівнянь першого роду до рівнянь другого 

роду та розглянуто дифракцію на концентричній 
скінченній системі кілець. Двоперіодичні решіт-
ки з круглих отворів та кільцевих щілин у екрані, 
розташованому на діелектричній підкладці, роз-
глянуто у [7] з використанням суматорних рів-
нянь, які розв’язувалися методом Гальоркіна.
Асимптотичні методи дозволяють досліди-

ти базові фізичні явища за набагато менший 
комп’ютерний час. У [8] розглянуто наближений 
розв’язок задачі про дифракцію на кільці, радіу-
си якого значно перевищують довжину хвилі.
Ще один підхід базується на операторному 

методі. Основна ідея полягає в тому, щоб розгля-
дати складну неоднорідність як об’єднання більш 
простих. Якщо оператори розсіяння кожного по-
одинокого простого елемента вважати відомими, 
то властивості всієї структури можна визначити 
з операторних рівнянь. Раніше операторний метод 
успішно застосовувався для дослідження струк-
тур зі стрічок або щілин в екрані, ребра яких пара-
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лельні осям декартової системи координат [9, 10]. 
У роботах [11, 12] з використанням операторного 
методу розглянуто скалярну задачу про дифрак-
цію на кільцевому отворі в екрані або на кільці у 
випадку граничних умов Діріхле і Неймана.
Метою цієї роботи є розвинення операторного 

методу для розв’язання задачі дифракції електро-
магнітних хвиль на кільцевих неоднорідностях у 
вільному просторі.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Розглянемо задачі про дифракцію плоскої елек-
тромагнітної хвилі на кільцевому отворі в не-
скінченно тонкому ідеально провідному екрані 
або на ідеально провідному кільці. Ці дві задачі 
є дуальними. Тому для визначеності далі отри-
маємо рівняння лише для отвору в екрані.
Розташуємо екран з отвором у площині 0z   

декартової системи координат. Менший та біль-
ший радіуси позначимо як dr  і ,hr  .d hr r  
Припустимо, що плоска хвиля падає з області 

0z  та має такі дотичні компоненти електрич-
ного поля:

 exp ( ( , ) ) ,
i
x x
i

yy

E q
ik x y z

qE

   
                

 (1)

де *( , )x yq q q  – вектор амплітуди Фур’є па-
даючого поля; 2k     – хвильове число; 

2 2
0( , ) 1 cos          і Re 0,   Im 0,   

cos ,    cos ,    кути ,  ,  0  – це кути 
падаючої хвилі відносно осей Ox, Oy і Oz. 
Геометрія структури і позначення наведено на 
рис. 1. Залежність полів від часу візьмемо у ви-
гляді exp( ),i t   де   – кругова частота, і надалі 
будемо пропускати.
Повне поле шукаємо як суму падаючого і роз-

сіяного полів,

.total i scE E E 

Дотичні компоненти розсіяного електричного 
поля надамо у вигляді інтеграла Фур’є (суперпо-
зиції плоских хвиль):

( , , ) ( , )expsc E
x y xE x y z D ik x

 

 
 

     

( ) d d , , , 0,y x yy z x y z         (2)

де ( , )E
x yD    – невідомі амплітуди Фур’є або 

спектральні функції. Всі інші компоненти елек-
тромагнітного поля можна знайти з рівнянь 
Максвелла.

3. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷i

Зазначимо, що кільцеву щілину у ідеально про-
відній площині можна представити як об’єднан-
ня двох ключових неоднорідностей. Одна з них – 
це ідеально провідний диск радіусу ,dr  а друга – 
круговий отвір радіуса hr  у ідеально провідній 
площині. У разі використання операторного ме-

Рис. 1. Геометрія досліджуваної структури: а – кільце, 
б – кільцева щілина
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тоду необхідно знати оператори розсіяння цих 
двох об’єктів. Далі ми стисло опишемо алгоритм 
їх визначення методом моментів [13, 14].

3.1. Îïåðàòîðè ðîçñiÿííÿ äèñêà 
i êðóãîâîãî îòâîðó ó ïëîùèíi

У роботах [13, 14] надано розв’язок задачі про 
дифракцію на диску або отворі у площині. 
Передбачається, що хвильовий вектор лежить 
у площині xOz ( 90 ).    Довільний випадок 
можна отримати з використанням афінних пере-
творень обертання системи координат навколо 
осі Oz. Невідомі спектральні функції надаються 
як сума інтегралів від функцій Бесселя з невідо-
мими коефіцієнтами. Електромагнітні поля ви-
ражаються за допомогою векторів Герца (елек-
тричного у випадку диска і магнітного у випадку 
отвору). Задача зводиться до розв’язання двох 
систем лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
коефіцієнтів m
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0
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( )mJ x  – функція Бесселя порядку m; da r  
у випадку диска або ha r  у випадку отвору; 

,m n  – символ Кронекера; ( , ) ( , ),m m
n nS r z S r z  

,m m
n nA A  .m m

n nB B
Дотичні компоненти векторів Герца   розсія-

ного поля виражаються у вигляді суперпозиції 
циліндричних хвиль:
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де mQ  залежить від коефіцієнтів | | ,m
nA  | |m
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Для подальшого розв’язання задачі опе-
раторним методом необхідно надати (3) у ви-
гляді плоских хвиль. Для цього, використо-
вуючи надання функції Бесселя у вигляді 
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точно можна записати
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де функція Arcctg( , )x y   забезпечує взаємно од-
нозначне перетворення циліндричних координат 
до декартових,

arcctg , 0;

Arcctg( , )

arcctg , 0.
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Вираз (4) дозволяє поставити у відповідність 
амплітуді Фур’є падаючої хвилі амплітуду Фур’є 
плоскої хвилі, поширюваної у напрямку, який ви-
значається косинусами ,x  y  і ( , )x y    комп-
лексних кутів.
Введемо оператори відбиття одиночного ізо-

льованого диску Rd  і ізольованого отвору у пло-
щині R ,h

, ,

, ,

R R
R , , .

R R
j xx j xy

j
j yx j yy

j d h
 

  
 

У випадку, якщо падаюче на ізольований диск 
або отвір поле надається формулою (1), роз-
сіяне поле можна знайти за формулами

R , , ,j jA q j d h   (5)

де *
, ,( , ) ,d d x d yA A A  *

, ,( , )h h x h yA A A  – ампліту-
ди Фур’є розсіяного диском або отвором поля.
У розгорнутій формі (5) має вигляд

, , ,( , ) ( , , , )j x y j x x y xA R q        
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, , ( , , , ) ,j y x y yR q      , ,j d h  , ,x y 

де ядра операторів jR  позначені похилим 
шрифтом. Поле, відбите ізольованими ключови-
ми неоднорідностями, пов’язане з операторами 
відбиття за допомогою інтеграла Фур’є та фор-
мул (5):

( , , )E x y z 

  , ( , )exp ( , ) d ,j x y x y x yA ik x y z
 


 

           
0,z   , .x y 

3.2. Îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ

Отримаємо операторні рівняння для знаходжен-
ня амплітуди Фур’є *( , )E E E

x yD D D  розсіяного 
поля (2).
Поле, розсіяне кільцевою щілиною, надамо 

як суму двох полів. Перше поле, випромінене 
струмами, які течуть диском радіусом ,dr  має 
амплітуду Фур’є .dD  Друге поле, випромінене 
струмами, які течуть площиною з круглою щіли-
ною радіусом ,hr  має амплітуду Фур’є .hD  Тоді 

.E
d hD D D   Так само поле з амплітудою Фур’є 

dD  можна надати як суперпозицію двох полів, 
а саме: поля падаючої плоскої хвилі, відбитої 
диском, з амплітудою R ,d q  і поля, випроміне-
ного площиною з отвором і відбитого диском, 
з амплітудою R .d hD  Поле з амплітудою Фур’є 

hD  також можна надати як суперпозицію двох 
полів, а саме: поля падаючої плоскої хвилі, від-
битої площиною із отвором, з амплітудою Rhq  
і поля, випроміненого диском і відбитого площи-
ною із отвором, з амплітудою R .h dD  В результаті 
можна отримати такі операторні рівняння:

R R ,d d h dD D q   (6)

R R .h h d hD D q    (7)

Знак мінус у рівнянні (7) пов’язаний зі співвід-
ношеннями між векторами Герца та компонента-
ми електричного поля, а також з тим, що хвилі 
з амплітудами q і dD  поширюються у протилеж-
них напрямах осі Oz.
Зі співвідношення між векторами Герца та 

компонентами електричного поля, а також з ви-
разу (4) випливає, що функція dD  і ядро опера-
тора dR  мають кореневу особливість:

1,
,

( , )
( , ) ,

( , )
x y

d x y
x y

D
D 



 
  

  
 (8)

1, ,
, ,

( , )
( , ) , , , ,

( , )
x y

d x y
x y

R
R x y 

 

 
     

  
 (9)

де 1, ( , ),x yD     1, , ( , )x yR      – регулярні функції. 
Оскільки поле плоскої хвилі, відбите площи-
ною із кільцевою щілиною, можна надати як 
суму плоскої хвилі з тією самою амплітудою, але 
протилежною за знаком, та циліндричних хвиль, 
функцію hD  і оператор Rh  можна представити як

2R R I,h    (10)

, 2,( , ) ( , ) ( , ), , ,h x y x y x yD D x y           
 (11)

де I – одиничний оператор, ( , )x y    – дельта- 
функція.
Підставляючи (8)‒(11) у (6), (7), остаточно от-

римаємо рівняння для знаходження амплітуди 
Фур’є 1 :D

1 1 2 1 1 1 1 2R R R R R ,D D D q        (12)

де дія оператора   зводиться до множення на 
1 ( , ).x y  
Після того як 1D  знайдено з рівняння (12), 

амплітуду Фур’є розсіяного поля (2) можна знай-
ти зі співвідношення

2 1 2R R .E
d hD D D D q q      

Операторне рівняння (12) еквівалентне інте-
гральному рівнянню Фредгольма другого роду. 
Інтеграли у (12) можуть містити кореневу інте-
гровану особливість.

4. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè

Розглянемо розсіяне поле в дальній зоні в задачі 
про дифракцію плоскої електромагнітної хвилі 
на кільцевій щілині. Для того щоб отримати зна-
чення дотичних компонент електричного поля в 
дальній зоні, застосуємо асимптотичне представ-
лення для інтегралу (2) при ,r   де r – це від-
стань від щілини до точки спостереження у сфе-
ричній системі координат. Визначимо діаграму 
спрямованості за формулою
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( , ) (cos sin ,sin sin )Ed D q          

(cos sin ,sin sin ), , ,x y      

де   – полярний кут, який відраховується від осі 
Ox;   – кут відносно осі Oz.
На рис. 2 зображено нормовані діаграми спря-

мованості у випадку кільцевої щілини в площині. 
Діаграми нормовано на загальний максимум.
На рис. 3 зображено нормовані діаграми спря-

мованості для кільця. Плоска хвиля падає ор-
тогонально з амплітудою 1,xq   0yq   (вектор 
електричного поля паралельний осі Ox).
У випадку кільця використовувались такі ви-

рази, що пов’язують амплітуди Фур’є дотичних 
компонент електричного і магнітного полів:

Рис. 2. Нормовані діаграми спрямованості ( , )xd    у ви-
падку кільцевої щілини у площині при 2,dr    hr    
(суцільні криві); ,dr    2hr    (штрихові криві) та 

2,dr    2hr    (пунктирні криві); 1,xq   0,yq   орто-
гональне падіння, 90 ,    90 ,    0 0 :    а – 0 ,    
б – 90  

Рис. 3. Нормовані діаграми спрямованості ( , )xd    у ви-
падку кільця при 2,dr    hr    (суцільні криві); ,dr    

2hr    (штрихові криві) та 2,dr    2hr    (пунктир-
ні криві); 1,xq   0,yq   ортогональне падіння, 90 ,    

90 ,    0 0 :    а – 0 ,    б – 90  

( , )E
x x yD   

2

0

( , ) (1 ) ( , )
,

( , )

H H
x y x x y x y x y

x y

D D
Z

        


  

( , )E
y x yD   

2

0

( , ) (1 ) ( , )
,

( , )

H H
x y y x y y x x y

x y

D D
Z

        
 

  

де хвильовий опір вакууму 0 120Z    Ом; верх-
ній індекс “E” або “H” означає, що амплітуда від-
повідає електричному або магнітному полю.
У разі ортогонального падіння максимум го-

ловного пелюстка діаграми спрямованості спо-
стерігається при 0 .    Зі збільшенням площини 
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поверхні кільця або щілини збільшується зна-
чення максимуму. Криві на рисунках для кутів 

0    і 90    відрізняються несуттєво. З орто-
гональним падінням 0yE   при 0    і 90 .  
На рис. 4 зображено нормовані діаграми спря-

мованості з падінням плоскої хвилі під кутом 
0 45 .     Кут нахилу головного пелюстка ста-

новить 45 .    Максимум головного пелюстка 
набуває меншого значення, ніж у разі ортого-
нального падіння. У випадку 45 ,    90 ,    

0 45    при 0    маємо 0.yd   Якщо ж 
90 ,    45 ,    0 45    при 90    маємо 
0.yd 

5. Âèñíîâêè

У роботі з використанням операторного методу 
отримано строгий розв’язок задачі про дифрак-
цію електромагнітної хвилі на кільцевій щіли-
ні в площині і на кільці. Задачу зведено до ін-
тегральних рівнянь Фредгольма другого роду. 
Досліджено розподіл поля в дальній зоні за різ-
них параметрів. Розвинений підхід є ефективним 
інструментом для розв’язку низки задач антенної 
техніки.
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OPERATOR METHOD IN THE PROBLEM 
OF A PLANE ELECTROMAGNETIC WAVE 
DIFFRACTION BY AN ANNULAR SLOT 
IN THE PLANE OR BY A RING

Purpose: The problem of a plane electromagnetic wave dif-
fraction by an annular slot in the perfectly conducting zero 
thickness plane is considered. As a dual problem, the problem 
of diffraction by a perfectly conducting zero thickness ring 
is also considered. The paper aims at developing the opera-
tor method for the axially symmetric structures placed in free 
space.
Design/methodology/approach: The problem is considered 
in the spectral domain. The scattered fi eld is expressed in 
terms of unknown Fourier amplitudes (spectral functions). 
The annular slot is given as a unity of two simple discon-
tinuities, namely of a disk and a circular hole in the plane, 
which interact with each other. The Fourier amplitude of the 
scattered fi eld is sought as a sum of two amplitudes, the Fou-
rier amplitude of the fi eld of currents on the disk and Fourier 
amplitude of the fi eld of currents on the perfectly conducting 
plane with circular hole. The operator equations are written 
for these amplitudes, which take into account the electro-
magnetic coupling of the disk and the hole in the plane. The 
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equations use the refl ection operators of a single isolated disk 
and a single hole in the plane. They are supposed to be known 
and can be obtained for example by the method of moments. 
The refl ection operators can have singularities. After trans-
formations, the equations are obtained, which are equivalent 
to the Fredholm integral equations of second kind and they 
can be solved numerically.
Findings: The operator equations relative to the Fourier am-
plitudes of the fi eld scattered by the discussed structure are 
obtained. The far zone scattered fi eld for an annular slot and a 
ring for different values of parameters are studied.

Conclusions: The rigorous solution of the problem of the 
electromagnetic wave diffraction by an annular slot in the plane 
and by a circular ring is obtained. The problem is reduced to 
the Fredholm integral equations of second kind. The far fi eld 
distribution for different parameters is studied. The developed 
approach is an effective instrument for a number of problems 
of antenna technique to be solved.
Key words: circular hole, disk, annular slot, ring, operator 
method, diffraction
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