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ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД У ЗАДАЧІ ПРО ДИФРАКЦІЮ 
ПЛОСКОЇ ХВИЛІ НА НЕСКІНЧЕННО ТОНКИХ ІДЕАЛЬНО 
ПРОВІДНИХ НАПІВПЛОЩИНІ ТА ДВОХ ДИСКАХ

Предмет і мета роботи. Розглянуто дифракцію плоскої хвилі на системі, яка складається з напівплощини та двох дисків. 
Диски та напівплощина, що вважаються ідеально провідними та нескінченно тонкими, розташовано в паралельних площи-
нах. Досліджуються два випадки, а саме коли обидва диски лежать по один бік від напівплощини, та коли вони  є розміщени-
ми по різні боки від напівплощини. Метою роботи є розвинення операторного методу та дослідження з його використанням 
дифракції на вказаній структурі.

Методи і методологія. Розв’язок задачі отримано операторним методом. Дотичні до напівплощини та дисків компо-
ненти електричного поля за допомогою інтегралів Фур’є виражаються через невідомі функції, які мають сенс амплітуд. 
Для невідомих амплітуд записано операторні рівняння, які використовують оператори розсіяння на поодиноких дисках і 
напівплощині. 

Результати. Після перетворень операторних рівнянь отримано інтегральні рівняння відносно амплітуд сферичних 
хвиль. Досліджено розсіяні поля при розміщенні дисків у області тіні від напівплощини, в напівтіні та в області, що пов-
ністю освітлюється хвилею, яка падає. Показано, що за рахунок розсіяння плоскої хвилі на краю напівплощини поле ци-
ліндричних хвиль має відмінну від нуля амплітуду навіть у випадку, якщо диски знаходяться цілком у області тіні та не 
освітлюються падаючою плоскою хвилею.

Висновки. З використанням операторного методу вперше отримано розв’язок задачі про дифракцію плоскої хвилі на 
системі, яка складається з ідеально провідних і нескінченно тонких напівплощини та двох дисків. Показано, що операторні 
рівняння цієї задачі можливо звести до інтегральних, які можуть буди чисельно розв’язані за допомогою дискретизації на 
базі квадратурних формул. Досліджено поведінку поля в ближній і далекій зонах відносно дисків при різних значеннях радіусів 
дисків і при зміні їхнього положення відносно напівплощини.
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Вступ 
Задачі про дифракцію на напівплощині або диску 
належать до класичних задач електродинаміки. 
У [1, 2] розв’язок задачі про дифракцію плоскої 
хвилі на напівплощині отримано методом Джон-
са. У [3,  4] записано інтегральні рівняння від-
носно щільності струмів. У [5] розв’язок отри-
мано за допомогою факторизації ядра парних 
інтегральних рівнянь. У [6] розглянуто випадок 
падіння довільного двовимірного електромаг-
нітного поля, а у [7] — неоднорідної плоскої хви-
лі. У [8, 9] розглянуто розсіяння хвиль круглим 
диском або щілиною в площині за допомогою роз-
кладання в степеневий ряд. У [10, 11] використо-
вувався метод моментів. Невідомі спектральні 
функції розкладалися в ряд гіпергеометричних 
поліномів, які було отримано в результаті інтегру-
вання функцій Бесселя. У [12] парні інтегральні 
рівняння задачі про дифракцію на круглому дис-
ку розв’язувалися за допомогою методу потенці-
алів Кобаяші. У [13—15] з використанням методу 
Гальоркіна виконано дискретизацію інтеграль-
них рівнянь для електричного поля в області ска-
лярного перетворення Ханкеля, отриманих для 
ідеально провідного нескінченно тонкого круг-
лого резонатора в багатошаровому середовищі, а 
також диску на границі середовища з втратами. 

У [16] з використанням методу Гальоркіна ви-
конано дискретизацію інтегральних рівнянь для 
електричного поля, але в області векторного пе-
ретворення Ханкеля в задачі про дифракцію на 
довільно орієнтованому диску, який розташова-
но на границі середовища з втратами. У [17] ви-
користовується метод аналітичної регуляризації 
для розв’язання задачі про дифракцію на нескін-
ченно тонкому круглому диску. Проектування 
виконувалося за допомогою методу Гальоркіна 
на власні функції статичної частини операто-
ра задачі. У [18] метод аналітичної регуляриза-
ції використано для дослідження тонкого диску 
скінченної товщини. 

У всіх цих роботах розглядалася або поодино-
ка напівплощина, або диски. Цікаво розгляну-
ти розсіяння хвиль системою напівплощина — 
диски. У роботах [19, 20] з використанням опе-
раторного методу отримано розв’язок задачі про 
дифракцію на напівплощині та одному диску. 
У даній роботі розглядаються напівплощина та 
два диски. 

1. Постановка задачі
Розглянемо ідеально провідні нескінченно тон-
кі напівплощину y    0, z    0 і два диски радіу-
су 1r  і 2 ,r  які задаються рівняннями 2

,( )x ix Δ    
2 2

,( ) ,y i iy rΔ  ,iz h  де ,x iΔ  — зсув i -го 
диску відносно осі Ox, ,y iΔ  — зсув i-го диску від-
носно осі Oy, i   1, 2. Досліджуються два випад-
ки розташування дисків. Перший, 1 0,h  2 0h : 
обидва диски знаходяться з одного боку від на-
півплощини (рис. 1, а). Другий, 1 0h  і 2 0,h  
диски знаходяться по різні боки від напівпло-
щини (рис. 1, б). Розглядається випадок падіння 
плоскої хвилі «зверху» — хвиля набігає з області 
z   0, та «знизу» — хвиля набігає з області z   0.

Рис. 1. Геометрія досліджуваної структури: диски розташо-
вано по один бік від напівплощини (а ), диски розташовано 
по різні боки від напівплощини (б )

а

б
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Передбачається, що на структуру з області z   0 
падає плоска хвиля з вектором амплітуд Фур’є 

*( , ) ,x yq q q  а з області z    0 — плоска хвиля з 
вектором амплітуд Фур’є ( , ) .x yp p p  Дотичні 
компоненти електричного поля мають вигляд

exp ( ( , ) )

exp ( ( , ) ) ,

i
x x
i yy

x

y

E q
ik x y zqE

p
ik x y zp

Α Β γ Α Β

Α Β γ Α Β

де 2 2( , ) 1 ,γ Α Β Α Β  A  , B — косинуси ку-
тів падіння відносно осей Oz, Ox і Oy відповідно, 
Re 0,γ  Im 0,γ  k — хвильове число. Всі інші 
компоненти електромагнітного поля можуть 
бути знайдені з рівнянь Максвела. Повне поле — 
сума падаючого та розсіяного полів. Залежність 
полів від часу exp( ),i tω  де w — кругова часто-
та, опускається. Поле, що є розсіяним системою 
напівплощина — два диски, подамо у вигляді су-
перпозиції плоских хвиль. У випадку, коли дис-
ки знаходяться по один бік від напівплощини 
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де *( , ) ,x yA A A  *( , )x yD D D  — амплітуди Фур’є 
відбитого поля і поля, що пройшло; *( , ) ,x yB B B  

*( , ) ,x yC C C  *( , ) ,x yF F F  *( , )x yG G G  — амп-
літуди Фур’є розсіяного поля між дисками та на-
півплощиною. Ці амплітуди — невідомі. У ви-
падку, коли диски знаходяться по різні боки від 
напівплощини 2( 0),h  вираз для розсіяного 
поля має вигляд:
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Введемо оператори проходження крізь напів-
площину та відбиття від неї, y   0, z   0, T1 і R1, 
а також диску радіусу 1,r  2 2

1,x y r  центр яко-
го співпадає з початком координат T2 і R2 , диску 
радіусу 2 ,r  2 2

2 ,x y r  центр якого співпадає з 
початком координат T3 і R 3 . Їхня дія на довіль-
ну функцію g може бути описана за допомогою 
інтегралів

,
,
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де , ( , , , ),j x y x yR ΘΞ ξ ξ ζ ζ  , ( , , , )j x y x yT ΘΞ ξ ξ ζ ζ — ядра 
операторів. Вони вважаються відомими. Опе-
ратори розсіяння напівплощиною можуть бути 
знайдені методом факторизації [5], а оператори 
розсіяння для дисків можуть бути знайдені ме-
тодом моментів [10, 11]. 

2. Розв’язання задачі
2.1. Операторні рівняння

Розсіяне структурою поле можна подати у вигля-
ді суми полів, розсіяних ізольованою напівпло-
щиною й ізольованими дисками, та поля, пере-
відбитого ними. 

2.1.1. Випадок, коли диски розташовано 
по один бік від напівплощини

Розглянемо випадок, коли диски розташовано по 
один бік від напівплощини 2( 0).h  Операторні 
рівняння мають вигляд

1 2 2 3 2 2 1 2 2 3 1 2 2e e s T e s e e s R e e s ;A F q   (5)

1 1 1 1T e s R ;D C p   (6)

1 1 1 1R e s T ;B C p   (7)

2 1 1 2 2 1 2R e s T e s s ;C B G   (8)

1 2 1 1 1 2 2 1 2s T e s s R e s s ;F B G  (9)

3 2 2 3 1 2 1R e s T e e s ,G F q   (10)

де оператори ei  визначають зміну амплітуди 
поля при зсуві системи координат на величину 
| |ih  вздовж осі Oz у позитивному або негатив-
ному напрямку відносно напрямку поширення 
хвилі, а оператори si  визначають зміну ампліту-
ди поля при зсуві системи координат на величи-
ну ,x iΔ  і , .y iΔ  

Зазначимо, що оператори проходження та від-
биття пов’язані наступним чином

T I R ,j j  1,2,3j ,  (11)

де I — одиничний оператор.

Введемо нові функції, віднявши від невідомих 
амплітуд частину, пов’язану з падаючим полем, 

1 ;B B p   (12)

1 1 1e s ;C C q   (13)

1 1e ;F F p   (14)

1 1 2 2e e s .G G q   (15)

Використовуючи (5)—(11), можна записати опе-
раторні рівняння відносно нових невідомих 
функцій (12)—(15):

1 1 1 2 2 3 2 2 1

1 2 2 3 2 1 2 1 2

e e e s R e s

e e s R s (e e e e ) ;

A F F

p q p  (16)

1 1 1 1 1 1 1 1e s R e s R ( ) ;D C C p q q   (17)

1 1 1 1 1 1R e s R ( );B C p q   (18)

1 2 1 1 1 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2 1 2 2

R e s e s s

R e s s R s (e e );

C B G

G p q   (19)

1 1 1 1 2 1 1 1

1 2 2 1 2 1 1 2 1 1 1

e s R e s

s R e s s s R s (e e );

F B B

G p q   (20)

1 3 2 2 1 3 2 1 2 1 2R e s R s (e e e e ).G F p q   (21)

2.1.2. Випадок, коли диски розташовано 
по різні боки від напівплощини

Розглянемо випадок, коли диски розташовано по 
різні боки від напівплощини 2( 0).h  Оператор-
ні рівняння відносно амплітуд Фур’є мають ви-
гляд:

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1e s T e s e s R e s ;A B q   (22)

2 2 3 2 2 2 2 3 2 2e s T e s e s R e s ;D G p   (23)

1 1 1 1 2 2R e s T e s ;B C F   (24)

2 1 1 2 1 1R e s T e s ;C B q   (25)

3 2 2 3 2 2R e s T e s ;F G p   (26)

1 1 1 1 2 2T e s R e s .G C F   (27)

Введемо нові функції, віднявши від амплітуд 
Фур’є розсіяного поля частину, яку пов’язано з 
амплітудою падаючого поля

1 ;B B p   (28)
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1 1 1e s ;C C q   (29)

1 2 2e s ;F F p   (30)

1 .G G q   (31)

Як і у випадку, розглянутому в п.  2.1.1., вико-
ристовуючи (11), з (22)—(27) може бути отрима-
но операторні рівняння відносно нових невідо-
мих функцій (28)—(31): 

1 1 1 2 1 1 1

1 1 2 1 1 1

e s R e s

e s R s (e e ) ;

A B B

p q p   (32)

1 2 2 3 2 2 1

2 2 3 2 2 2

e s R e s

e s R s (e e );

D G G

p q   (33)

1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1e s R (e s e s ) R ( );B F C F p q   (34)

1 2 1 1 1 2 1 1 1R e s R s (e e );C B p q   (35)

1 3 2 2 1 3 2 2 2R e s R s (e e );F G p q   (36)

1 1 1 1 1 1 2 2 1e s R (e s e s ) R ( ).G C C F p q   (37)

Зауважимо, що якщо 1,B  1,C  1,F  і 1G  буде знай-
дено, тоді з (16), (17) або (32), (33) A і D також 
може бути знайдено. Наша задача звести опе-
раторні рівняння (18)—(21), (34)—(37) до інте-
гральних рівнянь такого вигляду, які б можна 
було розв’язати чисельно.

2.2. Інтегральні рівняння
2.2.1. Випадок, коли диски розташовано 
по один бік від напівплощини

Зауважимо, що ядро оператора відбиття напівп-
лощини має неінтегровану особливість на дійс-
ній осі в точці, яка відповідає постійній поши-
рення відбитої плоскої хвилі. Крім того, ядра 
операторів відбиття напівплощини та диску ма-
ють інтегровану кореневу особливість. У резуль-
таті, амплітуди Фур’є розсіяного поля також мо-
жуть мати особливості. Введемо нові функції, 
які б не мали особливостей, за формулами

, , , ,

2 2

( , , , ) ( , , , )

1 , 2, 3;

j x y x y j x y x y

x y

U R

j

Θ Ξ Θ Ξξ ξ ζ ζ ξ ξ ζ ζ

ξ ξ   (38)

2, 1,

2
2 2

2

( , ) ( , )

1 1 ;2 1

x x y x x y

x x
x y

y
belowy

B B

i q p

ξ ξ ξ ξ

Α Β
ξ ξ

π ξ Β
Α ξ

  (39)

2, 1, 2

2 2

2
2 2

2

( , ) ( , ) 2 1

1 1

1
1 ;2 1

y x y y x y

x x

y

y y y
x y

y
below

iB B

q p

q pi

Α
ξ ξ ξ ξ

π Α

Α Β Α ξ

Α ξ
ξ ξ

π ξ Β
Α Β

  (40)

2 2
2, 1,( ) ( , ) 1 ;x y x y x yC CΘ Θξ ξ ξ ξ ξ ξ   (41)

2,

1, 1

2
2 2

2

( , )

( , ) exp( ( , ) )2

1 1 ;
1

x x y

x x y y

x x
x y

y
belowy

F

iF ik h

q p

ξ ξ

ξ ξ γ Α ξ
π

Α Β
ξ ξ

ξ Β
Α ξ

 (42)

2,

1, 1

2 2 2

1

2
2 2

2

( , )

( , ) exp( ( , ) )2

1 1 1

exp( ( , ) )2

1
1 ;

1

y x y

y x y y

x x

y

y

y y y
x y

y
below

F

iF ik h

q p

i ik h

q p

ξ ξ

ξ ξ γ Α ξ
π

Α

Α Α Β Α ξ

γ Α ξ
π

Α ξ
ξ ξ

ξ Β
Α Β

 

(43)

2 2
2, 1,( ) ( , ) 1 ,

, .
x y x y x yG G

x y
Θ Θξ ξ ξ ξ ξ ξ

Θ
  (44)
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Взагалі кажучи, у зв’язку з тим, що коренева 
особливість є інтегрованою, її можна було явно 
не виділяти у (38)—(44). Проте ми її виділили для 
побудови швидко збіжної схеми дискретизації 
на базі відповідних квадратурних формул. 

Для запису інтегральних рівнянь, для стислос-
ті, введемо позначення [20]:

2
1

2

(F )( , ) 12
( , )

;
1

x y x y

x y y

y y
x y below

ig

g d∞

∞

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ζ ζ

ζ ξ
ξ ζ

  (45)

2
2

2 2 2 2

(F )( , ) 12
( , )

;
1 1 1

x y x y

x y yx

x y x x y

ig

g d∞

∞

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ζ ζξ

ξ ζ ξ ξ ζ  

(46)

2 2
3

2

2 22

(F )( , ) 12

1 ( , )
;

11

x y x y

x y x y y

y yx yx y below

ig

g d∞

∞

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ζ ζ

ζ ξξ ζξ ζ
 

(47)

4 2 2

( , )
F ;

1

x y
x y

x y

g
g d d

∞ ∞

∞ ∞

ζ ζ
ζ ζ

ζ ζ
  (48)

2
5

2

F 12
( , )

;
1

y y

y
abovey

ig

g d∞

∞

Α Β
π
Α ζ ζ

ζ Β
Α ζ   

(49)

6 2 2

2

1F 2 1 1
( , )

;
1

y y

y

ig

g d∞

∞

Α
π Α α Β

Α ζ ζ

α ζ
  

(50)

7

2

2

8

F

1 ( , )
,2 1

F ( , ).

y y y

y
above

g

g di

g g

∞

∞

Α ζ Α ζ ζ

π ζ Β
Α Β

Α Β  

 (51)

Позначення «above» або «below» означають, що 
особливу точку, яка є полюсом, треба обходити 
зверху або знизу на комплексній площині.

Після підстановки (38)–(44) у (18)–(21), з ура-
хуванням (45)–(51), остаточно отримаємо інте-
гральні рівняння 

2, 1 1 1 2,F e s ;x xB C  (52)

2, 2 1 1 2, 3 1 1 2,F e s F e s ;y x yB C C   (53)

2, 2 2 1 2,

4 2, , 1 1 2, 2 2 1 2,
,

5 2, , 1 1

6 2, , 1 1

7 2, , 1 1

8 2, , 1 1 1
,

e s s

F (e s e s s )

( ) F e s

( ) F e s

( ) F e s

F s (e e );

x y

x x x

x x y

y y y

x y

C G

U B G

q p U

q p U

q p U

U p q

Θ Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ

Θ

Θ

Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ  

(54)

2, 1 4 2, , 1 1 2, 2 2 1 2,
,

1 5 2, , 1 1

1 6 2, , 1 1

1 7 2, , 1 1

8 2, , 1 1 1
,

s F (e s e s s )

( ) s F e s

( ) s F e s

( ) s F e s

F s (e e );

x y

x x x

x x y

y y y

x y

F U B G

q p U

q p U

q p U

U p q

Θ Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ

Θ

Θ

Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ

2, 4 3, , 2 2 2,
,

5 3, , 2 1 2

6 3, , 2 1 2

7 3, , 2 1 2

8 3, , 2 2 1 2 1
,

F e s

( ) F e e s

( ) F e e s

( ) F e e s

F s (e e e e ), , .

x y

x x x

x x y

y y y

x y

G U F

q p U

q p U

q p U

U p q x y

Θ Θ Ξ Ξ
Ξ

Θ

Θ

Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ

Θ

 
(56)

Підінтегральні функції у (52)–(56) мають неін-
тегровану особливість на дійсній осі. Для обчис-
лення інтегралів необхідно провести процедуру 
регуляризації. 

2.2.2. Випадок, коли диски розташовано 
по різні боки від напівплощини

Введемо нові функції, які б не мали особливос-
тей, за формулами (38)—(41), а також

2 2
2, 1,( ) ( , ) 1 ,

, ;
x y x y x yF F

x y
Θ Θξ ξ ξ ξ ξ ξ

Θ  
 (57)

(55)
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2, 1,

2
2 2

2

( , ) ( , )

1 1 ;2 1

x x y x x y

x x
x y

y
belowy

G G

i q p

ξ ξ ξ ξ

Α Β
ξ ξ

π ξ Β
Α ξ

  (58)

2, 1,

2 2 2

2
2 2

2

( , ) ( , )

2 1 1 1

1
1 .2 1

y x y y x y

x x

y

y y y
x y

y
below

G G

i q p

q pi

ξ ξ ξ ξ

Α
π Α Α Β Α ξ

Α ξ
ξ ξ

π ξ Β
Α Β

  

(59)

Тоді в позначеннях (45)—(51), з урахуванням 
(38)—(41), (57)—(59), операторні рівняння (34)—
(37) можуть бути зведені до інтегральних рівнянь:

2, 2 2 2, 1 1 1 2, 2 2 2,e s F (e s e s );x x x xB F C F   (60)

2, 2 2 2, 2 1 1 2, 2 2 2,

3 1 1 2, 2 2 2,

e s F (e s e s )

F (e s e s );
y y x x

y y

B F C F

C F   (61)

2, 4 2, , 1 1 2,
,

5 2, , 1 1

6 2, , 1 1

7 2, , 1 1

8 2, , 1 1 1
,

F e s

( ) F e s

( ) F e s

( ) F e s

F s (e e );

x y

x x x

x x y

y y y

x y

C U B

q p U

q p U

q p U

U p q

Θ Θ Ξ Ξ
Ξ

Θ

Θ

Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ   

(62)

2, 4 3, , 2 2 2,
,

5 3, , 2 2

6 3, , 2 2

7 3, , 2 2

8 3, , 2 2 2
,

F e s

( ) F e s

( ) F e s

( ) F e s

F s (e e );

x y

x x x

x x y

y y y

x y

F U G

q p U

q p U

q p U

U p q

Θ Θ Ξ Ξ
Ξ

Θ

Θ

Θ

Θ Ξ Ξ Ξ
Ξ

  (63)

2, 1 1 2, 1 1 1 2, 2 2 2,e s F (e s e s );x x x xG C C F   (64)

2, 1 1 2, 2 1 1 2, 2 2 2,

3 1 1 2, 2 2 2,

e s F (e s e s )

F (e s e s ).
y y x x

y y

B F C F

C F   (65)

Підінтегральні функції у (60)—(65) мають неін-
тегровану особливість на дійсній осі. Для обчис-
лення інтегралів необхідно провести процедуру 
регуляризації.

2.3. Процедура регуляризації

Для обчислення інтегралів у (52)—(56), (60)—(65) 
трансформуємо контур інтегрування в комп-
лексній площині таким чином, щоб він співпадав 
із дійсною віссю всюди, за виключенням особли-
вих точок. А особливості у вигляді полюсів підін-
тегральних функцій обходив зверху (позначення 
«above») або знизу (позначення «below»). Після 
цього в підінтегральній функції віднімемо такий 
доданок, щоб їх різниця не мала особливостей, а 
інтеграл від цього доданка міг би бути обчислено 
аналітично. Для того, щоб зберегти тотожність, 
цей же доданок і додається:

( ) ( ) ( ) ( );
below

g g gd d ig
∞ ∞

∞ ∞

ζ ζ ξ
ζ ζ π ξ

ζ ξ ζ ξ
  

(66)

( ) ( ) ( ) ( ),
above

g g gd d ig
∞ ∞

∞ ∞

ζ ζ ξ
ζ ζ π ξ

ζ ξ ζ ξ
  

(67)

де ( )g ζ  — така довільна функція, щоб інтегра-
ли (66) і (67) існували. У (66), (67) враховано, що 
[21]

1 ,
below

d i
∞

∞

ζ π
ζ ξ

 

1 .
above

d i
∞

∞

ζ π
ζ ξ

Маючи на увазі, що 

0,dPV
∞

∞

ξ
ξ

де PV означає, що інтеграл слід розуміти в сенсі 
головного значення за Коші, отримаємо інтегра-
ли, придатні для обчислення

( ) ( ) ( ),
below

g gd PV d ig
∞ ∞

∞ ∞

ζ ζ
ζ ζ π ξ

ζ ξ ζ ξ
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користанням складених квадратурних формул 
інтерполяційного типу. У результаті буде отри-
мано систему лінійних алгебраїчних рівнянь, яку 
стисло можна подати у вигляді:

,P MP Q   (68)

де P — вектор значень невідомих амплітуд у вуз-
лах; M і Q — відомі матриця й вектор, які отри-
мано після дискретизації інтегральних рівнянь. 
Для розв’язання системи рівнянь (68) вико-
ристовувалася ітераційна процедура, яку було 
організовано за формулою:

0 0,P
1 , 0, 1, ..., ,l lP MP Q l L  

де верхній індекс l означає номер ітерації; L — за-
гальна кількість ітерацій. 

3. Числові результати
Взагалі кажучи, збіжність наближеного розв’яз-
ку до точного базується на відповідних теоремах 
про дискретизацію сингулярних інтегралів [22]. 
Для числового вивчення швидкості збіжності 
введемо функції похибок за формулами:

( ) | ( ) (2 1) | / | (2 1) |,sw sw swN A N A N A Nε

( ) | ( ) ( ) | / | ( ) |,sw sw swa A a A Aε Φ Φ

( ) | ( ) ( 1) | / | ( 1) |,sw sw swL A L A L A Lδ

де  2[( ( 0, 0))sw sw
x x yA A ξ ξ ( ( 0,sw

y xA ξ  
2 1/20)) ]yξ  — амплітуда сферичної хвилі в на-

прямку, паралельному осі Oz; F  10; N — кіль-
кість вузлів у квадратурних формулах; a — вели-
чина інтервалу інтегрування, яким замінюється 
нескінченний інтервал ( ; ) ( ; ).a a∞ ∞   

На рис. 2 наведено залежності похибки від па-
раметрів. Починаючи з деякого значення, при 
збільшенні кількості вузлів і величини інтервалу, 
похибка спадає монотонно. При збільшенні кіль-
кості ітерацій похибка також спадає до нуля, але 
не монотонно, спостерігаються осциляції. Зазна-
чимо, що залежність похибки від числа ітерацій 
у випадку двох дисків демонструє зовсім іншу 
поведінку на відміну від випадку одного диску 
[19], [20]. По-перше, у випадку одного диску по-
хибка спадала монотонно. По-друге, швидкість 
спадання була значно вищою: для отримання по-

( ) ( ) ( ).
above

g gd PV d ig
∞ ∞

∞ ∞

ζ ζ
ζ ζ π ξ

ζ ξ ζ ξ

Після регуляризації інтегралів рівняння (52)—
(56), (60)—(65) можуть бути дискретизовані з ви-

Рис. 2. Дослідження збіжності при kDy,1  kDy,2  2p, 
kh2  p  /  2 (суцільні криві), kDy,1    kDy,2    –2p, kh2    p  /  2 
(пунктирні криві), kDy,1    kDy,2    2p, kh2    – p  / 2 (криві з 
точок), kDy,1    kDy,2    –2p, kh2    – p  / 2 (штрих-пунктирні 
криві), kr   p, kh1   p / 2. Залежність e(N ) від N (а ); залеж-
ність e(a ) від a (б ); залежність d(L ) від L (в )
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хибки менше ніж 10–3 достатньо було лише двох 
ітерацій при досліджуваних параметрах. 

Поле, розсіяне структурою, можна подати у 
вигляді суми полів трьох типів

.sc pw err swE E E E  (69)

Перший доданок у (69) праворуч pwE — це по-
ле плоскої хвилі, яка з’являється в результаті від-
биття від напівплощини. Амплітуда поля плоскої 
хвилі не спадає зі збільшенням відстані до струк-
тури. Другий доданок у (69) праворуч errE  — це 
поле циліндричної хвилі (за винятком області 
y   0), яка з’являється в результаті розсіяння кра-
єм напівплощини і виражається через функцію 
помилок. Третій доданок у (69) праворуч swE  —
це поле сферичних хвиль, які з’являються через 
наявність дисків. Амплітуда цього поля спадає 
як 1/ ( ),kρ  при ,kρ ∞  де 2 2 2x y zρ  — 
відстань. Поле swE  описує електромагнітний 

зв’язок напівплощини та дисків, у той час як 
pwE  і errE  залишаються такими ж, як і у випад-

ку ізольованої напівплощини. 
Із використанням методу перевалу можна от-

римати вираз для поля сферичних хвиль у дале-
кій зоні:

| ( cos sin , sin sin ) |~
2 (cos sin ,sin sin ), 0,

2 (cos sin ,sin sin ), 0,

sw

sw

sw

E r r

A zkr

D zkr

Θ

Θ

Θ

ϕ θ ϕ θ

π
ϕ θ ϕ θ

π
ϕ θ ϕ θ



де Q = x, y, ( r, q, j) — координати сферичної сис-
теми координат; swAΘ  і swDΘ  — частини амплітуд 

,AΘ  ,DΘ  які відповідають сферичним хвилям. 
На рис. 3—8 представлено діаграми направ-

леності поля сферичних хвиль при різних поло-
женнях дисків. На всіх рисунках ,1 ,2 0,x xΔ Δ  

1 2 .r r  Випадку дисків, розташованих по один бік 
від напівплощини, відповідають значення 2 0.h  

Рис. 3. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по різні боки від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1  kDy,2   –p (криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   – kh2   p / 2, ортогональне падіння, qx   0, qy   0. | |sw

xA  при j   90 , тут sw
yA    0 (а ); | |sw

xD  при j   90 , 
тут | |sw

yD  0 (б ); | |sw
xA , | |sw

yA  при j   0  (в ); | |sw
xD , | |sw

yD  при j   0  (г )
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Рис. 4. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по один бік від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   –p,(криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   kh2   p / 2, ортогональне падіння, j   90 , qx   0, qy   px   py   0. Тут | | | | 0. sw sw

y yA D  | |sw
xA  (а ), | |sw

xD (б ) 

Рис. 5. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по один бік від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   –p(криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   kh2   p / 2, ортогональне падіння, j   90 , qy   0, qx   px   py   0. Тут | | | | 0. sw sw

x xA D  | |sw
yA  (а ), | |sw

yD (б )

Рис. 6. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по один бік від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   –p(криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   kh2   p / 2, ортогональне падіння, j   90 , px   0, qx   qy   py   0. Тут | | | | 0. sw sw

y yA D  | |sw
xA  (а ), | |sw

xD (б )
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Припускаємо, що на структуру ортогонально па-
дає плоска хвиля одиничної амплітуди. Діагра-
ми нормуються на загальний максимум. При 

1, 2, 0x xΔ Δ  структура є симетричною віднос-
но осі Oy, тому при j   0  діаграми направлено-
сті також є симетричними відносно q   0 .

При 1 / 2kh π  і ,1 0yΔ  диск знаходиться в 
максимумі поля стоячої хвилі, сформованої па-
даючої та відбитою від напівплощини плоскими 
хвилями. Через наявність стоячої хвилі ампліту-
да поля сферичних хвиль при ,1 ,2 0y yΔ Δ  пе-
ревищує амплітуду поля сферичних хвиль при 

,1 ,2 0.y yΔ Δ  
На рис.  4—8 розглядаються діаграми направ-

леності у випадку, коли диски знаходяться по 

Рис. 7. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по один бік від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   –p(криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   kh2   p / 2, ортогональне падіння, j   90 , py   0, qx   qy   px   0. Тут | | | | 0. sw sw

x xA D  | |sw
yA  (а ), | |sw

yD (б )

Рис. 8. Діаграми направленості у випадку, коли диски розташовано по один бік від напівплощини при kDy,1   kDy,2   2p 
(штрих-пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   0 (пунктирні криві), kDy,1   kDy,2   –p(криві з точок), kDy,1   kDy,2   –2p (суцільні 
криві), kr   p, kh1   p / 2, kh2   p, ортогональне падіння, j   90 , qx   0, qy   px   py   0. Тут | | | | 0. sw sw

y yA D  | |sw
xA  (а ), 

| |sw
xD (б )

Рис. 9. Розподіл повного поля в ближній зоні, компо-
нента | Ex  | у площині x    0 при kDy,1    kDy,2    2p, kr    p, 
kh1   kh2   p / 2, ортогональне падіння
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один бік від напівплощини. Перший диск зна-
ходиться в пучності поля стоячої хвилі. Як мож-
на бачити, на максимум діаграми направленості 
значним чином впливає положення другого дис-
ку. Якщо другий диск розмістити у вузлі стоячої 
хвилі, за рахунок взаємного впливу дисків від-
бувається несуттєве зростання максимуму діа-
грами направленості в порівнянні з випадком 

,1 ,2 2 .y yk kΔ Δ π  Якщо ж другий диск помі-
стити в пучність поля стоячої хвилі, спостеріга-
ється зростання максимуму в більш ніж два рази. 

При 2 0h  розглядаються випадки падіння 
плоскої хвилі «зверху» ( 0),x yp p  коли дис-
ки освітлюються падаючою хвилею, та «знизу» 
( 0),x yq q  коли диски можуть знаходитися в 
області тіні від напівлощини та не освітлювати-
ся падаючою хвилею напряму. З рис. 6, 7 видно, 
що навіть якщо диски знаходяться в області тіні, 

,1 ,2 1 2 ,y y r rΔ Δ  сферичні хвилі мають не ну-
льову амплітуду через розсіяння краєм. Поле, 
розсіяне краєм на півплощини, розсіюється дис-
ками, також збуджуючи сферичну хвилю.

На рис. 9 наведено розподіл повного поля в 
ближній зоні. Для обчислення інтегралів у (1), (2) 
проводилася процедура регуляризації. Після чого 
застосовувалися квадратурні формули. На рис. 9 
добре видно поле падаючої плоскої хвилі в об-
ласті y   0, стоячої хвилі в області y   0, а також 
поле циліндричної та сферичної хвиль. Відбита 
плоска хвиля існує лише в області y   0. Це під-
тверджується і законами геометричної оптики. 
Напівплощина — це нескінченна в області y   0 
структура. Тому в області y    0 падаюча хви-

ля відбивається, а в області y   0 падаюча хвиля 
проходить. Поблизу площини y    0 з’являється 
границя між двома областями: областю y   0, де 
існує відбита плоска хвиля, й областю y    0, де 
відбита плоска хвиля не існує. Область y    0 — 
це перехідна область або границя тіні [23]. Не-
перервність представлення поля в ній забезпе-
чується доданком errE  (69).

Висновки
В роботі з використанням операторного методу 
вперше отримано розв’язок задачі про дифрак-
цію плоскої хвилі на ідеально провідних і не-
скінченно тонких напівплощині та двох дисках. 
Розглянуто випадок, коли диски знаходяться по 
один бік від напівплощини та по різні боки від 
неї. Операторні рівняння відносно амплітуд роз-
сіяного поля зведено до системи інтегральних 
рівнянь. Для виключення особливостей прове-
дено процедуру регуляризації. Досліджено діа-
грами направленості поля сферичних хвиль, а 
також розподіл повного поля у ближній зоні від-
носно дисків при різних параметрах. 

Розв’язок задачі можна також отримати за до-
помогою операторного методу, але на базі іншо-
го підходу до запису операторних рівнянь. Мож-
ливо використовувати рекурентний підхід, при 
застосуванні якого властивості структури, що 
складається з N неоднорідностей (дисків, на-
півплощини), виражаються за допомогою опе-
раторних рівнянь, які використовують операто-
ри розсіяння структури, що складається з N – 1 
неоднорідності. 
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AN OPERATOR METHOD FOR THE PROBLEM 
OF PLANE WAVE DIFFRACTION BY INFINITELY THIN, 
PERFECTLY CONDUCTING HALF-PLANE AND TWO DISKS

Subject and Purpose. Considered in the paper is diff raction of a plane wave by a structure involving a half-plane and two disks. Th e 
disks and the half-plane, lying within parallel planes, are assumed to be infi nitely thin and perfectly conducting. Th e problem is to be 
analyzed for two cases, namely for that of both disks located on the same side with respect to the half-plane, and for the other where 
they are placed on opposite sides against the half-plane. Th e purpose of the paper is to develop a suitable operator method for per-
forming the analysis of the structure described.

Methods and Methodology. Th e solution to the problem has been sought for within the operator method suggested. Th e elec-
tric fi eld components tangential to the half-plane and the disks are expressed, with the aid of Fourier integrals, via some unknown 
functions having the sense of amplitudes. Th e unknown amplitudes shall obey the operator equations formulated in terms of wave 
scattering operators for individual disks and the sole half-plane.

Results. When subjected to certain transformations, the operator equations allow obtaining integral equations relative amplitudes 
of the spherical waves involved. Th e integral equations permit investigating scattered wave fi elds for the cases where the disks stay in 
the shadow region behind the half-plane or in the penumbra, or else in the region which is illuminated by the incident wave. As has 
been shown, in the case of plane wave scattering at the edge of the half-plane the resulting cylindrical waves possess non-zero ampli-
tudes even with the disks placed totally in the shadow region, hence not illuminated by the incident plane wave.

Conclusions. Making use of an operator method, an original solution has been obtained for the problem of plane wave diff raction 
by a structure consisting of a perfectly conducting, infi nitely thin half-plane and two disks. Th e operator equations of the problem 
have been shown to be reducible to integral equations, further solvable numerically with the use of discretization based on quadra-
ture rules.  Th e behavior of far and near fi elds relative to the disks has been  studied for a variety of values of the disk radii and their 
positions relative to the half-plane. 

Keywords: half-plane, disk, operator method, diff raction, integral equations.


