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ФРАКТАЛЬНА РАДІОФІЗИКА. 
Частина 3. ДРОБОВЕ ЧИСЛЕННЯ В ЕЛЕКТРОДИНАМІЦІ

Предмет і мета роботи. На початку ХХI століття сформувався принципово новий науковий напрямок — фрактальна 
радіофізика. Ця робота являє собою огляд основних теоретичних і втілених на практиці ідей «фракталізації» у радіофізиці. 
Метою роботи є систематизований виклад основних практичних результатів застосування дробового, або фрактального, 
числення у сучасній теоретичній радіофізиці.

Методи та методологія. У структурованому вигляді викладено основні теоретичні засади сучасного дробового числен-
ня. Систематизовано результати застосування методів дробового числення у фрактальній електродинаміці. Демонстру-
ються основні особливості, переваги та недоліки такого підходу. Обговорюються існуючі проблеми.

Результати. Як один з основних напрямів «фракталізації» в теоретичній радіофізиці розглянуто основи дробового, 
або фрактального, числення. Представлено принципи побудови дробових інтегралів Рімана–Ліувілля, Ліувілля, Рісса та 
дробових похідних Рімана–Ліувілля, Капуто, Ліувілля, Рісса. Із використанням узагальненої формули Ньютона–Лейбніца, 
фундаментальних теорем дробового числення, дробових векторно-диференціальних і векторно-інтегральних операторів, 
дробової формули Гріна, дробової формули Стокса, дробової формули Гаусса продемонстровано узагальнення векторного 
числення. З його використанням викладено основи фрактальної електродинаміки. Наведено та проаналізовано декілька 
видів фрактальних рівнянь Максвелла. Обговорено основні особливості розв’язання задачі про поширення радіохвиль у 
фрактальних середовищах. 

Висновки. Як приклад практичного застосування теорії фракталів у сучасній теоретичній радіофізиці розглянуто ре-
зультати використання апарату дробового числення у електродинаміці, яке привело до утворення принципово нового на-
прямку у фрактальній радіофізиці — фрактальної електродинаміки.

Ключові слова: фрактал, дробове числення, дробові похідні, дробові інтеграли, фрактальна електродинаміка, фрактальні 
рівняння Максвелла.
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РАДІОСИСТЕМИ ТА ОБРОБКА СИГНАЛІВ
RADIO SYSTEMS AND SIGNAL PROCESSING

Вступ
Ця стаття є третьою з чотирьох частин огляду з 
фрактальної радіофізики. Попередні дві частини 
давали відповідь на запитання «Чому можна та 

потрібно використовувати фрактали в радіофі-
зиці?» [1] та «Як саме можна застосовувати фрак-
тали в радіофізиці?» [2]. Тут же йтиметься про те, 
як саме сьогодні у радіофізиці використовуються 
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можливості найсучаснішого математичного апа-
рату — дробового, або фрактального, числення.

Метою цієї роботи є викладення основних 
практичних результатів застосування дробового 
числення у сучасній теоретичній радіофізиці. 
Для досягнення поставленої мети необхідно 
розв’язати такі задачі:

• стисло розглянути теоретичні основи дробо-
вого числення, виявити його особливості, пе-
реваги та недоліки, а також зрозуміти, які нові 
можливості дає воно порівняно із класичним ди-
ференціально-інтегральним численням;

• на прикладі фрактальної електродинаміки 
з’ясувати, які принципово нові практичні ре-
зультати вже отримано з використанням дробо-
вого числення.

Структура роботи відповідає сформульова-
ним задачам. 

1. Дробове, 
або фрактальне, числення
1.1. Коротка історія створення
Одним із найреволюційніших підходів в електро-
динаміці, пов’язаних з фракталами, є так зване 
дробове числення (англ. fractional calculus), яке 
логічно випливає з фрактальної геометрії [3—
5]. Останнім часом його все частіше називають 
фрактальним численням (англ. fractal calculus) 
[6, 7]. Тим не менш, у межах даної роботи ми бу-
демо використовувати перший термін як більш 
звичний для спеціалістів.

Звернемо увагу читача на те, що при підго-
товці першої частини огляду [1] автори з почат-
ку не збиралися розглядати дану тематику, про 
що тоді прямо й написали. Однак за майже три 
роки, що минули відтоді, з’ясувалося, що попу-
лярність фрактальної електродинаміки [4] серед 
спеціалістів зростає величезними темпами (див., 
наприклад, [8—11]), а тому без згадки про дробо-
ве числення запропонований нами огляд буде 
неповним.

Теорія інтегрування та диференціювання неці-
лого порядку бере свій початок 30 вересня 1695 р., 
коли видатний німецький математик Г. Лейб-
ніц у листі до Г.  Лопіталя запропонував обчис-
лити похідну порядку 1 / 2α   [12]. Подальшо-
го розвитку ця ідея набула у роботах Л. Ейлера 
(1738 р.) [13], П. Лапласа (1812 р.) [14], Ж. Фур’є 

(1822 р.) [15], Н. Абеля (1823 р.) [16], Ж. Ліувіл-
ля (1832 р.) [17], Б. Рімана (1847 р.) [18], Х. Холм-
грена (1866 р.) [19], А. Грюнвальда (1867 р.) [20], 
О.В. Лєтнікова (1868 р.) [21], М.Я. Соніна (1870 р.) 
[22], Ж. Адамара (1892 р.) [23], Г. Харді та М. Рісса 
(1915 р.) [24], Г. Вейля (1917 р.) [25] і багатьох ін-
ших відомих математиків [3—5]. Зауважимо, що 
робота [18] була видана тільки у 1876 р., хоча від-
повідні дослідження були проведені Б.  Ріманом 
ще в студентські роки (1847 р.). Найдокладніша 
хронологія становлення та розвитку дробового 
числення є в монографії [7].

На сьогодні вже видано безліч фундаменталь-
них праць (наприклад, [3—6, 8]) і публікацій у на-
укових часописах (наприклад, [9—11]) про дро-
бове інтегро-диференціювання, диференціальні, 
інтегральні й інтегро-диференціальні рівняння 
дробових порядків і різні їх застосування, зокре-
ма, й у радіофізиці. Фрактальна парадигма, яка 
базується у тому числі й на фрактальній динаміці, 
де використовують дробове числення, стала но-
вою парадигмою сучасної науки.

Важливо також зазначити, що дробове чис-
лення є зручним інструментом не лише для мате-
матиків. Існують реальні фізичні системи, здатні 
на практиці проводити операції інтегро-дифе-
ренціювання. Такими системами, наприклад, є 
напівнескінченні довгі лінії, електричні кола, що 
враховують шорсткість контактної поверхні еле-
ментів тощо [7]. Перша така система, що ґрунту-
ється на технології електрохімічних конверторів, 
була розроблена ще на початку 1960-х рр. Після 
цього подібні фізичні системи, названі фракталь-
ними елементами, стали створюватися спочат-
ку на базі напівпровідників, а потім — нанодро-
тів і наночастинок [7]. У рамках даного підходу 
було розроблено теорію фрактальних імпедан-
сів і фрактальних елементів (фрактальних кон-
денсаторів, фрактальних RC-кіл з розподілени-
ми та мішаними параметрами), які описуються 
в термінах дробових інтегро-диференціальних 
операторів. На сьогодні ці результати активно 
використовуються на практиці в радіотехніці та 
радіоелектроніці [7]. Зауважимо, що у роботах, 
присвячених теорії систем ітерованих функцій 
(див., наприклад, [26]), також використовують 
термін «фрактальний елемент» (або «фрактел», 
англ. fractel). Це чистий омонім, оскільки мате-
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матики так називають цілком абстрактний мате-
матичний об’єкт, який не має жодного стосунку 
до згаданих вище фрактальних елементів.

Нижче ми розглянемо основні поняття сучас-
ного дробового числення. У першу чергу, до них 
належать дробові інтеграли та дробові похідні 
(див., наприклад, [3—5]). Як і у двох попередніх 
частинах огляду, викладення матеріалу відбува-
ється не на математичному, а на фізичному рівні 
строгості. Автори свідомо поступаються матема-
тичною строгістю викладення, оскільки став-
лять перед собою задачу донести основні ідеї 
фрактального підходу в радіофізиці до якомога 
ширшого кола читачів.

1.2. Дробові інтеграли
Існують три найбільш відомих класи дробових 
інтегралів, а саме дробові інтеграли Рімана–Ліу-
вілля, Ліувілля і Рісса [3–5].

1.2.1. Дробові інтеграли Рімана–Ліувілля

Розглянемо визначення дробового інтеграла Рі-
мана–Ліувілля на обмеженому інтервалі дійсної 
осі. Якщо функція ( )f x  є безперервною функ-
цією на дійсній осі, то можна визначити наступ-
ний інтеграл:

 1
1 1( ) ( ) .

x

a
I f x f x dx 
Повторюючи цю операцію n разів поспіль, ви-

користовуючи формулу Коші для повторного ін-
тегрування та гамма-функцію ( ) ( 1)!n nΓ    для 
усунення дискретної природи факторіала, отри-
муємо

  11( ) ( ) ( ) ,( )

x

a
I f x x z f z dzα α

Γ α
 

    
0.α    (1)

Саме співвідношення (1) і може бути розглянуто 
як визначення дробового інтеграла.

Нехай є обмежений інтервал [ , ]a b  на дійсній 
осі  . Позначимо через ( , ),pL a b  де 1,p   мно-
жину функцій ( )f x  на інтервалі [ , ]a b  таких, що 
для них виконується умова

1/

( ) .
pb

p

a
f x dx ∞

 
   



Тоді якщо ( )f x  є функцією вигляду 
( ) ( , ),pf x L a b  то для неї визначено лівобічний і 

правобічний дробові інтеграли Рімана–Ліувілля:
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Установлено, що дробові інтегральні операто-
ри a xI α  і x bI α  ( 0)α   є обмеженими при 1.p 

Виявляється, що ці оператори a xI α  і x bI α  пов’я-
зані між собою за допомоги оператора Q :

( )( ) ( ),Q f x f a b x    ,a x x bQ I I Qα α

.x b a xQ I I Qα α

Важливо, що при 0α   і 0β   співвідношення

   
   

( ) ( ),

( ) ( )
a x a x a x

x b x xb b

I I f x I f x

I I f x I f x

α β α β

β α βα








  (4)

задовольняються майже у кожній точці [ , ]x a b  
для ( ) ( , )pf x L a b  при 1.p   Якщо ж 1,α β   
то співвідношення (4) виконуються у кожній 
точці [ , ].x a b  Також ці співвідношення є вір-
ними для [ , ]x a b  при 0α   і 0,β   якщо 

( ) ( , ),f x C a b  тобто ( )f x  є безперервною функ-
цією для [ , ].x a b

Для невеликої кількості функцій дробовий ін-
теграл можна виразити через елементарні функції

( 1)( ) ( ) ,( 1)
( 1)( ) ( )( 1)

a x

x b

I x a x a

I b x b x

α β α β

α β α β

Γ β
Γ α β
Γ β
Γ α β





  
 
  

   

(5)

для 1β    і 0.α   Зокрема, для константи C ми 
маємо:

( ) ,( 1)a x
CI C x aα α

Γ α
 

  ( ) .( 1)x b
CI C b xα α

Γ α
 



Для 1α   і nβ   з (5) випливає відомий кла-
сичний результат, оскільки ( 1) ( ).z z zΓ Γ   
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1.2.2. Дробові інтеграли Ліувілля

Тепер розглянемо дробові інтеграли не на відріз-
ку, а на всій дійсній осі  . 

Лівобічний і правобічний інтеграли Ліувілля 
задаються відповідно співвідношеннями:
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Дробовий інтегральний оператор Ліувілля I α  
визначено для функцій ( ) ( ),pf x L   0 1,α   
1 1 / .p α   За його допомоги співвідношення 
(6) і (7) можна записати у загальному вигляді:

  1

0

1( ) ( ) .( )I f x f x z z dz
∞

α α

Γ α


   

Перетворення Фур’є дробових інтегралів Ліу-
вілля задають таким чином. Якщо 1( ) ( )f x L   і 
0 1,α   то

1ˆ ˆ{( ) { }},I f F iz F fα α 
     (8)

де

( ) exp sgn( ) ,2
i

iz z zαα πα     
  

1, 0;
sgn( )

1, 0,
z

z
z

 
  

а пряме й обернене перетворення Фур’є задають-
ся відповідно співвідношеннями:

ˆ{ } ( )exp( ) ;
n

F f f x izx dx 


  (9)

1 1ˆ { } ( )exp( ) ,
(2 )

n

nF f f z ixz dz
π

  


    (10)

де ( )f x  — функція-оригінал; ( )f z  — функція-
зображення.

Дробові інтеграли Ліувілля мають важливу 
властивість: ,QI f I Q fα α

    ( ) ( ).Q f x f x 

Для оператора трансляції hΤ  і операто-
ра масштабування ,λΠ  які визначаються від-
повідно співвідношеннями ( ) ( ),h f x f x hΤ    

( ) ( )f x f xλΠ λ , 0,λ   оператори I α  задо-
вольняють умовам комутації: ,h hI f I fα αΤ Τ   

.I f I fα α α
λ λΠ λ Π   Також для них справедли-

вий вираз ,I I f I fβ α βα 
    якщо ( ) ( ),pf x L   

де 0,α   0,β   1,p   1 / .pα β 
Розглянемо декілька прикладів дробових інте-

гралів Ліувілля від елементарних функцій. Так, 
наприклад, можна показати, що 

,ax axI e a eα α 
   0a  ;

sin( ) sin 2I bx b bxα α απ


    
 , 0 ;α 

( )( ) ( ) ,( )I b ax b axα β α βΓ α β
Γ β




   


 

0,a   0,b ax   1;α β 

  ( ) ,( )I x xα β α βΓ α β
Γ β




 


 1,α β   0.α 

Ще одне невеличке зауваження щодо термі-
нології. Інколи інтегралами Ліувілля називають 
тільки інтеграли (6), натомість інтеграли (7) іме-
нують інтегралами Вейля (див., наприклад, [5]).

1.2.3. Дробові інтеграли Рісса

Дробовий інтеграл Рісса на дійсній осі   визна-
чають таким співвідношенням:

1
( )1( )( ) ,2 ( )cos( / 2)x

f z dz
f x

z x

∞
α

α
∞

Γ α απ







I   (11)

де 0,α   1,3,5,...α  . Цей інтеграл визначено для 
функцій ( ) ( ),pf x L   0 ,nα   1 / .p n α 

Він також може бути представлений через 
дробові інтеграли Ліувілля:

 1 .2cos( / 2)x I Iα α α

απ   I

Дробовий інтеграл Рісса може бути визначе-
ний і на фінітному інтервалі [ , ]:x a b

  1
( )1( ) ,2 ( )cos( / 2)

b

x
a

f z dz
f x

x z
α

αΓ α απ 
A 0.α 
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Зрозуміло, що при a ∞   і b ∞   ми отри-
муємо співвідношення (11).

Для випадку багатьох змінних дробовий інте-
грал Рісса визначають співвідношенням

( )1( )( ) ,( )
n

x nn

f z dz
f x

z x
α

αγ α 
I



де 0,α   , 2, 4,...n n nα    ,

/2

12 2

2 ( / 2) / ( / 2),
2 , 2 ;

1, 2 ;
( )

[ ]( 1) 2 1 ,2 2
2 .

n

n n n

n
n k n k

n k

n

n k

α

α
α

π Γ α Γ α

α

γ α
α α

π Γ Γ

α




 
    
  

 
            


 

 

Дробовий інтеграл Рісса також може бути ви-
значений із використанням перетворення Фур’є:

   1ˆ ˆ( ) { }( ) .x f x F z F f zαα I

Для всіх 0α   дробовий інтеграл Рісса можна 
записати з використанням ядра Рісса ( )K xα :

( )( ) ( ) ( ) ,
n

x f x K x z f z dzα
α I



, 0, 2, 4,...;1( ) 1( ) ln , 0, 2, 4,...,

n

n
n

x n
K x

x nx

α

α α

α

γ α α





  
 

 
де величина ( )nγ α  задається співвідношенням 
(12).

1.3. Дробові похідні
Із використанням розглянутих вище дробових 
інтегралів можна ввести дробові похідні Рімана–
Ліувілля, Капуто, Ліувілля та Рісса.

1.3.1. Дробові похідні Рімана–Ліувілля

Нехай є обмежений інтервал [ , ]a b  на дійсній осі 
 . Дробові похідні Рімана–Ліувілля a xDα  і x bDα  
порядку 0α   визначають таким чином:

1

( ) [ ] [ ]

( )1 , ;( ) ( )

n n
a x x a x

x
n
x n

a

D f x D I z f z

f z dz
D x an x z

α α

αΓ α



 

 

 
 

  
(13)

1

( ) [ ] [ ]

( )( 1) , ,( ) ( )

n n
x b x x b

bn
n
x n

x

D f x D I z f z

f z dz
D x bn z x

α α

αΓ α



 

 

 
    (14)

де [ ] 1, [ ]n α α   — ціла частина від числа a, 
/n n n

xD d dx  — звичайна похідна порядку n по 
x . Зокрема, якщо ,nα    то

0 ( ) ( ) ( ),a x x bD f x D f x f xα   ( ) ( ),n n
a x xD f x D f x  

( ) ( 1) ( ).n n n
x xbD f x D f x 

Звернемо увагу, що у визначенні дробових по-
хідних Рімана–Ліувілля використовують дробові 
інтеграли Рімана–Ліувілля a xI α  і ,x bI α  які зада-
ють співвідношеннями (2) і (3) відповідно.

У ряді випадків для дробових похідних Ріма-
на–Ліувілля від елементарних функцій вдається 
отримати досить прості вирази. Так, наприклад, 
можна легко переконатися, що дробові похідні 
Рімана–Ліувілля від степеневих функцій ( )x a β  
і ( )b x β  теж є степеневими функціями:

( 1)( ) ( ) ,( 1)a xD x a x aα β β αΓ β
Γ α β

  
 

 

( 1)( ) ( ) ,( 1)x bD b x b xα β β αΓ β
Γ α β

  
 

де 1β    і 0.α   Зокрема, якщо 0β   і 0,α   
дробові похідні Рімана–Ліувілля від константи C 
зовсім не дорівнюють нулю:

1 ( ) ,( 1)a xD C x aα α

Γ α
 


 

1( ) ( ) .( 1)x bD b x b xα β α

Γ α
  


З іншого боку, для 1,2,...,[ ] 1k α   маємо 

( ) 0,k
a xD x aα α   ( ) 0.k

x bD b xα α 
Важливо зазначити, що рівняння виду 

 ( ) 0a xD f xα   має сенс тоді і лише тоді, коли 

1
( ) ( ) ,

n
k

k
k

f x C x a α


   

де [ ] 1,n α   kC  — звичайні дійсні константи, 
1,..., .k n  Рівняння ж виду  ( ) 0x bD f xα   має 

сенс тоді й лише тоді, коли його розв’язки мають 
вигляд

1
( ) ( ) ,

n
k

k
k

f x C b x α


 

(12)
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де [ ] 1,n α   kC  — звичайні дійсні константи, 
1,..., .k n

Покладемо 0α   і [ ] 1.n α   Якщо 
( ) ( , ),nf x C a b  то дробові похідні Рімана–Ліу-

вілля існують майже скрізь на [ , ]x a b  і можуть 
бути представлені у вигляді

 
1

0

1

( )( )( ) ( )( 1)

( )( )1 ,( ) ( )

n k
x k

a x
k

x n
z

n
a

D f aD f x x ak

D f zdzn x z

α α

α

Γ α

Γ α






 

  
 


 





 
1

0

1

( )( )( ) ( 1) ( )( 1)

( )( )1 .( ) ( )

n k
xn k

x b
k

b n
z

n
x

D f bD f x b xk

D f zdzn z x

α α

α

Γ α

Γ α






 

   
 


 





1.3.2. Дробові похідні Капуто

Дробові похідні Капуто C
a xDα  і C

x bDα  можуть 
бути визначені для всіх функцій із простору 

( ) ( , ).nf x C a b  
Нехай 0,α   [ ] 1n α   для α  і n α  для 

.α  Якщо ( ) ( , ),nf x C a b  то дробові похідні 
Капуто існують майже скрізь для [ , ].x a b  Вони 
задаються так. 

Якщо ,α  [ ] 1,n α   то

   

1

( ) ( )

( )1 ;( ) ( )

C n n
a x a x x

x n
z

n
a

D f x I D f x

D f zdzn x z

α α

αΓ α



 

 


 

  
(15)

   

1

( ) ( 1) ( )

( )( 1) .( ) ( )

C n n n
x b x xb

b nn
z

n
x

D f x I D f x

D f zdzn z x

α α

αΓ α



 

  


 

  
(16)

Якщо ж ,nα    то

 ( ) ( );C n
a x xD f x D f xα    (17)

 ( ) ( 1) ( ).C n n
x b xD f x D f xα     (18)

Звернімо увагу на той факт, що на відміну від 
дробових похідних Рімана–Ліувілля (13) та (14), 
де до функції ( )f x  спочатку застосовують опе-
ратор дробового інтегрування Рімана–Ліувілля, 

а потім від результату обчислюють звичайну по-
хідну, тут у (15) і (16) все робиться з точністю до 
навпаки: спочатку обчислюють звичайну похідну 
n-го порядку, а потім до результату застосову-
ють оператор дробового інтегрування Рімана–
Ліувілля. Також важливим є те, що для цілого 
порядку nα   дробові похідні Капуто перетво-
рюються на звичайні похідні (17) або майже на 
звичайні похідні (18). 

Слід зазначити, що коли α  і [ ] 1,n α   
то дробові похідні Капуто пов’язані з дробови-
ми похідними Рімана–Ліувілля в таких випадках:

   ( ) ( ),C
a x a xD f x D f xα α  

якщо 1 1( ) ( )( ) ... ( )( ) 0n
x xf a D f a D f a    ;

   ( ) ( ),C
x b x bD f x D f xα α  

якщо 1 1( ) ( )( ) ... ( )( ) 0.n
x xf b D f b D f b   

Можна переконатися, що 

( 1)( ) ( ) ,( 1)
C
a xD x a x aα β β αΓ β

Γ α β
  

 
 

( 1)( ) ( ) ,( 1)
C
x bD b x b xα β β αΓ β

Γ α β
  

 

де 1β    і 0.α   Зокрема, якщо покласти 0β   
і 0,α   то з’ясовується, що дробові похідні Капу-
то від константи C дорівнюють нулю, 0,C

a xD Cα   
0,C

x bD Cα   як і для звичайної похідної. Натомість 
для 0, 1, 2, ..., 1k n   маємо ( ) 0,C k

a xD x aα    
( ) 0,C k

x bD b xα    що виглядає дещо дивним.
Також цікаво відзначити, що спеціальна функ-

ція Міттаг-Леффлера [ ( ) ]E x a α
α λ   виявляється 

інваріантною відносно дробової похідної Капуто 
:C

a xDα

[ ( ) ] [ ( ) ].C
a xD E x a E x aα α α

α αλ λ λ  

Відносно ж дробової похідної Капуто C
x bDα  ця 

функція такої інваріантності не має.
Функція Міттаг-Леффлера — це функція комп-

лексної змінної; була введена Г. Міттаг-Леф-
флером у 1905 р. як узагальнення показникової 
функції:

0
( ) ,(1 / )

k

k

zE z k

∞

α Γ α


  1 α ∞. 
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1.3.3. Дробові похідні Ліувілля

Визначимо дробові похідні Ліувілля на всій дійс-
ній осі .  

Лівобічна ( Dα ) та правобічна ( Dα ) дробові 
похідні Ліувілля порядку 0α   задаються відпо-
відно співвідношеннями:

1

( )( ) ( )( )

( )1 ;( ) ( )

n n
x

xn

n n

D f x D I f x

f z dzd
n dx x z

α α

α
∞

Γ α


 

 


 


 

  
(19)

1

( )( ) ( 1) ( )( )

( )( 1) .( ) ( )

n n n
x

n n

n n
x

D f x D I f x

f z dzd
n dx z x

α α

∞

αΓ α


 



 

  


 

  
(20)

Тут ми використовували такі позначення: 
/n n n

xD d dx  для звичайної похідної порядку n, 
[ ] 1,n α   [ ]α  — ціла частина від числа a ; I α  — 

дробові інтеграли Ліувілля. Якщо ж ,nα    
то ( )( ) ( ),n

xD f x D f xα
   ( )( ) ( 1) ( ).n n

xD f x D f xα
  

Із точки зору побудови, дробові похідні Ліувіл-
ля аналогічні дробовим похідним Рімана–Ліувіл-
ля. Якщо 0,α   то 0 0( )( ) ( )( ) ( ).D f x D f x f x    
Якщо 1( ) ( )f x L   і 1,β α   то  ( )D I f xα α

     
( ),f x     ( ) ( ).D I f x I f xβ β αα 

    Якщо дробо-

ві похідні  ( )D f xα
  і  ( )kD f xα

  існують, то 

   ( ) ( 1) ( ).k k k
xD D f x D f xα α

  
Перетворення Фур’є дробових похідних Ліу-

вілля порядку 0α   визначають співвідношен-
ням

   ˆ ˆ( ) ( ) ( ),FD f k ik Ff kα α
    

де ( ) exp sgn( ) .2
i

ik k xαα απ   
 

 

Зауважимо також, що за аналогією з інтеграла-
ми Ліувілля іноді похідними Ліувілля називають 
лише похідні ( )( ),D f xα

  а похідні ( )( )D f xα
  іме-

нують похідними Вейля (див., наприклад, [5]).

1.3.4. Дробові похідні Рісса

Нехай є n-вимірний евклідів простір .n  Тоді 
в ньому для 0α   і «достатньо доброї» функції 

( ),f x  ,x   визначено дробову похідну Рісса: 
   1ˆ ˆ( ) ( )( ) .x f x F k Ff kαα D  Зауважимо, що  

дробову похідну Рісса визначають через опера-
тори прямого й оберненого перетворень Фур’є, 
які, як відомо, задаються співвідношеннями (9) і 
(10) відповідно.

Поняття «достатньо доброї» функції застосо-
вують у теорії узагальнених функцій. Так назива-
ють функцію, яка у просторі n  має безперервні 
похідні всіх порядків і є фінітною (тобто пере-
творюється на нуль поза деякою обмеженою об-
ластю цього простору).

За умови 0α   дробова похідна Рісса може 
бути визначена у вигляді такого гіперсингуляр-
ного інтеграла:
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1 ( ) , ,

n

x
n

m
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f x d m

f z dz m
z
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α

α

Δ α

 

 

D



 
0

!( ) ( 1) ( ),!( )!

m
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k

mf z f x kzk m kΔ


  


1 2 ( )( , ) ,
2 1 sin2 2 2 2

n

m
n

Ad m
nα

π α
α

παα α
Γ Γ




       

 

1

0

!( ) ( 1) .!( )!

m
j

m
j

mA jj m j
αα 


 


Слід зазначити, що гіперсингулярний інтеграл 

не залежить від вибору .m α
Перетворення Фур’є дробової похідної Рісса 

«достатньо доброї» функції ( )f x  має вигляд

   ˆ ˆ( ) ( ).xF f k k Ff kα αD

Оператор дробової похідної Рісса x
αD  є оберне-

ним до оператора дробового інтеграла Рісса .x
αI  

За умов 0α   і 1 /p n a   для ( ) ( )n
pf x L   

можна записати, що ( ) ( ).x x f x f xα α D I
Дробову похідну Рісса можна виразити через 

дробові похідні Ліувілля

  1( ) ( )( ) ( )( ) ,
2cos 2

x f x D f x D f xα α α

πα     D

які задаються співвідношеннями (19) та (20) від-
повідно.

Зауважимо, що на відміну від звичайної по-
хідної, яка має локальний (точковий) характер, 
усі розглянуті дробові похідні є нелокальними, 
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оскільки залежать від цілого інтервалу, на якому 
обчислюються відповідні інтеграли.

Отже, ми познайомилися з основними видами 
дробових інтегралів і дробових похідних. Крім 
них, існують багато інших (менш відомих) їх ви-
дів: дробові інтеграли Адамара, Чженя, узагаль-
нений дробовий інтеграл Джрбашяна, дробові 
похідні Маршо, Грюнвальда–Лєтнікова, Адамара, 
дробова феллерівська похідна, локальна дробова 
похідна Колванкара, локальна дробова похідна 
Хаусдорфа та ін. [3—11, 27]. 

Зазначимо, що у дробовому численні вже спо-
стерігаються спроби відокремлення самостійних 
напрямків. Так, наприклад, на основі введеної 
В. Ченом (W. Chen) у 2006 р. локальної дробової 
похідної Хаусдорфа [28] створено так зване хаус-
дорфове числення, яке протиставляється іншим 
напрямкам дробового числення [27]. Більше 
того, воно вже успішно реалізоване на практиці, 
зокрема у найсучасніших системах магнітної то-
мографії [27].

1.4. Узагальнення векторного числення
1.4.1. Що треба узагальнювати?

Векторне числення — це розділ математики, 
який вивчає диференціювання та інтегруван-
ня векторних полів. Як відомо з курсу мате-
матичного аналізу, градієнт скалярного поля 

1 2 3( ) ( , , ),f r f x x x  дивергенція та ротор век-

торного поля 
3

1 2 3
1

( ) ( , , ) ( ),i i
i

F r F x x x e F r


  
     

3

1
,i i

i
r e x


    у декартових координатах у просторі 

3  задаються  таким чином [4]:
3

1
grad ( ) ,i

ii

ff r f e x
∂
∂

      

 
3

1
div ( ) , ,i

ii

F
F r F x

∂
∂

   
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

rot ( ) , ,

( ) ( ) ( )

e e e

F r F x x x
F r F r F r

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂    

  

 

  

3

1
.i

ii
e x
∂
∂

   

Така форма запису є звичною, але надто гро-
міздкою. Застосуємо іншу, більш зручну форму 
[4]:

1grad ( ) ( );s sf r e D f x    (21)

1div ( ) ( );s sF x D F x


  (22)

1rot ( ) .i imn m nF x e D Fε
    (23)

Тут, як і заведено в теоретичній фізиці, коли 
за парою індексів, що повторюються, йде підсу-
мовування, то знак суми опускають. Змінна x пе-
рестає вважатися скалярною і за замовчанням 
замінює собою радіус-вектор r  (проте позна-
чення вектора над нею не ставлять), а тому має 
координати ,sx  1,2,3.s   Символ 1

sD  є опера-
тором першої частинної похідної за координа-
тою :sx  1 / .s sD x∂ ∂  Те ж саме стосується й 1 ,mD  

1,2,3.m   Векторні величини ,se  1,2,3s  , є ор-
тами ортонормованого базису  3

1 .s se 
  Величи-

на imnε  є символом Леві–Чивіти, який дорівнює 
1 , якщо ( , , )i m n  є парною перестановкою (1,2,3) , 
–1, якщо перестановка непарна, та 0, якщо те саме 
число повторюється хоча б двічі. Така незвичай-
на форма запису дає можливість зробити звичні 
нам співвідношення максимально схожими на їх 
узагальнені варіанти.

Щоб можна було узагальнити відомі фізич-
ні співвідношення на фрактальний випадок, 
фрактальне векторне числення повинне місти-
ти узагальнення операторів диференціювання 
(градієнта, дивергенції, ротора), інтегральних 
операцій (потоку, циркуляції) та теорем Гаусса, 
Стокса та Гріна. 

1.4.2. Узагальнена формула 
Ньютона–Лейбніца

Звернімося до добре відомої формули Ньютона–
Лейбніца [4]

1 ( ) ( ) ( ),
b

x
a

dx D f x f b f a    (24)

яка справедлива для функції ( ),f x  безперервної 
на [ , ].x a b  Слід звернути увагу, що узагальнен-
ня співвідношення (24) для різних дробових по-
хідних і дробових інтегралів будуть мати різний 
вигляд, а тому завжди треба перевіряти, для яких 
саме операторів воно було записане.
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Оберемо лівобічний дробовий інтеграл Рі-
мана–Ліувілля a xI α  (2) і лівобічну похідну Рі-
мана–Ліувілля a xDα  (13). Установлено (див., на-
приклад, [4]), що для вимірюваної за Лебегом на 
відрізку [ , ]x a b  функції ( ),f x  для якої

( )
b

a
f x dx ∞

і ( )n
a bI f xα  має абсолютно безперервні похідні 

аж до порядку ( 1)n   на [ , ],x a b  майже скрізь 
на цьому відрізку справедливе співвідношення

 
1

( )

( )( ) ( ),( 1)

a b a x
n j

n j n
x a x

j

I D f x

b af b D I f aj

α α

α
α

Γ α


 





 
 

  
(25)

де / ,n j n j n j
xD d dx    ( 1) .n nα    

Для 1n   співвідношення (25) дещо спрощу-
ється:

1
1( )( ) ( ) ( ).( )a b a x a x

b aI D f x f b I f x
α

α α α

Γ α


 

Математики не задовольнилися співвідношен-
ням (25) і не визнали його узагальненням форму-
ли Ньютона–Лейбніца (24) [4]. Пізніше з’явилася 
більш вдала ідея — замінити лівобічну дробо-
ву похідну Рімана–Ліувілля a xDα  на лівобічну 
дробову похідну Капуто C

a xDα  (15), що й привело 
до успіху:

( ) ( ) ( ).C
a b a xI D f x f b f aα α     (26)

Саме співвідношення (26) вважають фрак-
тальним аналогом формули Ньютона–Лейбніца. 

1.4.3. Фундаментальні теореми 
дробового числення

У звичайному цілочисловому численні існують дві 
фундаментальні теореми (див., наприклад, [4]).

Перша фундаментальна теорема стверджує, 
що диференціювання та інтегрування є взаєм-
но оберненими операціями: якщо безперервну 
функцію спочатку проінтегрувати, а потім про-
диференціювати, то вийде вихідна функція:

1 1 ( ) ( ).x a xD I f x f x   (27)

Друга фундаментальна теорема стверджує, що 
1 1 ( ) ( ) ( ).a b xI D f x f b f a    (28)

Важливо, що інтегральні теореми векторного 
числення (Стокса, Гріна, Гаусса) можна розгляда-
ти як узагальнення цих фундаментальних теорем 
числення. Як було показано вище, при викорис-
танні лівобічних дробових інтеграла та похідної 
Рімана–Ліувілля отримати узагальнення другої 
фундаментальної теореми не вдається. Успіх при-
носить використання лівобічної дробової похід-
ної Капуто. 

Фундаментальні теореми дробового числення 
мають вигляд:

( ) ( ),C
a x a xD I f x f xα α   0;α    (29)

( ) ( ) ( ),C
a x a xI D f x f x f aα α    0 1.α    (30)

Отже, саме співвідношення (29) і (30) є ана-
логами фундаментальних теорем (27) та (28) для 
дробового числення. Фундаментальні теореми 
дробового числення можуть бути також записа-
ні через правобічний дробовий інтеграл Рімана–
Ліувілля та правобічну дробову похідну Капуто:

( ) ( ),C
x b x bD I f x f xα α   0;α    (31)

( ) ( ) ( ),C
x b x bI D f x f x f aα α    0 1.α    (32)

Яку саме пару співвідношень, (29) і (30) або 
(31) і (32), слід використовувати — залежить від 
умов конкретної задачі (див., наприклад, [4]).

1.4.4. Дробові векторно-
диференціальні оператори

Розглянемо узагальнення векторно-диференці-
альних операторів [4].

Дробовий оператор Гамільтона. Узагальнення 
оператора Гамільтона на випадок дробового чис-
лення  є таким:

1 2

3

[ ] [ ]
[ ], 1 ,

C C C
W W W W

C
W

D e D x e D y
e D z n n

α α α α

α α

    

   

  



де [ ]C
W mD xα  — похідні дробові Капуто відносно 

координат mx  1( ,x x  2 ,x y  3 );x z  W —
деяка частина простору 3 ,  де діє дробовий 
оператор Ñ. Якщо W є паралелепіпедом, 

 : , , ,W a x b c y d g z h        то [ ]C
WD xα   

[ ],C
a bD xα  [ ] [ ],C C

W c dD y D yα α  [ ] [ ].C C
W g hD z D zα α
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Звернімо увагу на той факт, що оскільки опе-
ратор Гамільтона в принципі записується в 
будь-якій ортогональній системі координат, то і 
узагальнений він може бути теж у будь-якій ор-
тогональній системі координат. Однак найпро-
стіший вигляд він, як відомо, має саме у декарто-
вих координатах.  

Дробовий градієнт. Якщо ( , , )f x y z  є ( 1)n   
разів безперервно диференційовним скалярним 
полем, таким, що похідні 1

i
n
xD f  є абсолютно 

безперервними, то дробовий градієнт скалярно-
го поля задають співвідношенням

1 2

3

grad [ ]
[ ] ( , , ) [ ] ( , , )
[ ] ( , , ).

C C
W W i W i
C C

W W
C

W

f D f e D x f
e D x f x y z e D y f x y z
e D z f x y z

α α α

α α

α

  

  



 

 



Дробова дивергенція. Якщо ( , , )F x y z


 є ( 1)n   
разів безперервно диференційовним векторним 
полем, таким, що похідні 1

i
n

ixD F  є абсолютно 
безперервними, тоді дробову дивергенцію век-
торного поля задають співвідношенням

 div ,

[ ] [ ] ( , , )
[ ] ( , , ) [ ] ( , , ).

C
W W

C C
W i i W x

C C
W y W z

F D F

D x F D x F x y z
D y F x y z D z F x y z

α α

α α

α α

 

  

 

  

Дробовий ротор. Якщо ( , , )F x y z


 є ( 1)n   ра-
зів безперервно диференційовним векторним 
полем, таким, що похідні 1

i
n

ixD F  є абсолютно 
безперервними, тоді дробовий ротор векторного 
поля задають співвідношенням

 
 
 

1

2

3

rot , [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] ,

C C
W W i imk W m k

C C
W z W y

C C
W x W z

C C
W y W x

F D F e D x F

e D y F D z F

e D z F D x F

e D x F D y F

α α α

α α

α α

α α

ε    
  

  

 

   







де ( , , ) [ ],n
k kF F x y z C W   1,2,3.k 

Важливо, що на відміну від звичайних вектор-
но-диференціальних операторів, дробові вектор-
но-диференціальні оператори мають нелокаль-
ний характер, тобто залежать одразу від усієї 
області W.

Для дробових векторно-диференціальних опе-
раторів існують такі основні співвідношення.

Для скалярного поля ( , , )f x y z  маємо

   

 

3
2

1
2

div grad [ ] [ ]

[ ] ,

.

C C
W W W i W i

C C C
W i W W

i
C

W

f D x D x f

D x f D D f

D f

α α α α

α α α

α



 

  




 



Важливо, що у загальному випадку  2[ ]C
W iD xα    2 [ ],C

W iD xα  оскільки

   2 2

2

,

, ,

C n n n n n n
a x a x x a x x a x x

n n n n n n n n
a x a x x x a x x a x x

n n n n
a x a x x a x x

D I D I D I D

I I D D I D I D

D I D I D

α α α α

α α α α

α α α

  

   

 

  

    
    

, 0.n n n n n n
x a x x a x a x xD I D I I Dα α α       

Друге важливе співвідношення для скалярно-
го поля ( , , )f x y z  має вигляд

rot grad [ ] [ ] 0.C C
W W i imn W m W nf e D x D x fα α α αε 

Для векторного поля ( , , )F x y z


 існує таке спів-
відношення:

div rot [ ] [ ] ( , , )
[ ] [ ] ( , , ) 0.

C C
W W W k klm W m m

C C
klm W k W l m

F D x D x F x y z
D x D x F x y z

α α α α

α α

ε

ε

 

 



Четверте співвідношення також записується 
для векторного поля ( , , ):mF x y z

rot rot [ ] [ ]

[ ] [ ] .

C C
W W l lmn W m npq W q q

C C
l lmn npq W m W p q

F e D x D x F

e D x D x F

α α α α

α α

ε ε

ε ε

 



 



Оскільки ,lmn npq mp nq mq npε ε δ δ δ δ   де mnδ  — 
символ Кронекера, отримуємо

 2rot rot grad div .C
W W W W WF F D Fα α α α α 

   

Важливо, що 

 
   

[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ).

C
a x

C C
a x a x

D x f x g x
D x f x g x D x g x f x

α

α α

  

      

Останнє пояснюється тим, що

 

  
0

[ ] ( ) ( )

( , ) [ ] ( ) [ ] ( ) ,

a x

j j
a x a x

j

D x f x g x

a j D x f x D x g x

α

αα
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( 1)( , ) ,( 1) ( 1)a j j j
Γ α

α
Γ Γ α


  

   grad ( ) grad grad ,W W Wfg f g g fα α α   
 div ( ) grad , div .W W WfF f F f Fα α α 

  

Два останніх співвідношення показують, що, 
на жаль, не можна використовувати правило 
Лейбніца для дробового узагальнення векторно-
го числення.

1.4.5. Дробові векторно-
інтегральні оператори

Розглянемо дробові узагальнення циркуляції, 
потоку й об’ємного інтеграла [4].

Нехай є векторне поле

1 2 3
3

1 2 3
1

( ) ( , , )

( ) ,i i x y z
i

F r F x x x

e F r e F e F e F


 

   

 

      

де ( , , ),x xF F x y z ( , , ),y yF F x y z ( , , )z zF F x y z — 
абсолютно інтегровні дійсні функції у просторі 

3.  Із використанням дробових векторно-інте-
гральних операторів

1 2 3[ ] [ ] [ ],L L L LI e I x e I y e I zα α α α  
     

1 2 3[ , ] [ , ] [ , ]S S S SI e I y z e I z x e I x yα α α α  
   

можна визначити дробові узагальнення вектор-
но-інтегральних операцій.

Дробова циркуляція векторного поля F


 — це 
дробовий контурний інтеграл векторного поля 
F


 уздовж ліній L, що задається співвідношенням

 ( ) , [ ] [ ] [ ] ,L L L x L y L zE F I F I x F I y F I z Fα α α α α   
  

де 3
1, , ( ).x y zF F F L 

Для 1α   отримуємо звичайний контурний 
інтеграл другого роду:

   

 

1 1( ) , ,

,

L L
L

x y z
L

E F I F dL F

F dx F dy F dz

  

  





    

 

де 1 2 3 .dL e dx e dy e dz  
   

Дробовий потік векторного поля F


 через по-
верхню S — це дробовий поверхневий інтеграл 

векторного поля F


 по поверхні S, що задається 
співвідношенням

 ( ) ,

[ , ] [ , ] [ , ] ,
S S

S x S y S z

F I F

I y z F I z x F I x y F

α α

α α α

Φ  

  

  

 

де 3
1, , ( ).x y zF F F L 

Для 1α   отримуємо звичайний поверхневий 
інтеграл:

   

 

1 1( ) , ,

,

S S
S

x y z
S

F I F dS F

F dydz F dxdz F dxdy

Φ   

  





   

 

де 1 2 3 .dS e dydz e dxdz e dxdy  
   

Дробовий об’ємний інтеграл — це триразовий 
дробовий інтеграл в області W у просторі 3  від 
скалярного поля 3

1( , , ) ( ),f x y z L   що задаєть-
ся співвідношенням

( ) [ , , ] ( , , )
[ ] [ ] [ ] ( , , ).

W W

W W W

V f I x y z f x y z
I x I y I z f x y z

α α

α α α

 



Для 1α   отримуємо звичайний об’ємний ін-
теграл:

1 1

1 1 1

( ) [ , , ] ( , , )
[ ] [ ] [ ] ( , , )

( , , ) ( , , ).

W W

W W W

W W

V f I x y z f x y z
I x I y I z f x y z

dV f x y z dxdydz f x y z

 

 

  

1.4.6. Дробова формула Гріна

Далі розглянемо дробове узагальнення формули 
Гріна [4].

Відомо, що теорема Гріна дає співвідношен-
ня між контурним інтегралом уздовж замкнутої 
кривої W∂  та подвійним інтегралом над облас-
тю W на площині, обмеженій кривою .W∂  

Теорема Гріна. Нехай W∂  — гладка, проста, 
замкнута крива на площині, напрям обходу якої 
є додатним; W — область на площині, обмежена 
кривою .W∂  Якщо xF  і yF  мають безперервні 
часткові похідні у відкритій області, що містить 
W, то

   1 1 .x y y x x y
W W

F dx F dy D F D F dxdy
∂
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Із використанням дробових операторів при 
1α   це співвідношення можна переписати у 

вигляді

 
1 1

1 1 1

[ ] ( , ) [ ] ( , )

[ , ] [ ] ( , ) [ ] ( , ) .
x yW W

W x yW W

I x F x y I y F x y

I x y D y F x y D x F x y
∂ ∂

∂ ∂

 

 

Дробова теорема Гріна для прямокутної об-
ласті формулюється таким чином.

Нехай ( , )xF x y  і ( , )yF x y  — безперервно диферен-
ційовні дійсні функції в плоскій області, що вклю-
чає прямокутник  : ( , ) : , ;W x y a x b c y d      
крива W∂  є межею області W. Тоді

 
[ ] ( , ) [ ] ( , ) [ , ]

[ ] ( , ) [ ] ( , ) ,
x y WW W

C C
x yW W

I x F x y I y F x y I x y

D y F x y D x F x y

α α α

α α
∂ ∂

∂ ∂

  

    
 

0 1.α 

Зауважимо, що існує узагальнення дробової 
теореми Гріна на непрямокутні області.

1.4.7. Дробова формула Стокса

Розглянемо дробове узагальнення формули 
Стокса для простої області поверхні W, яка обме-
жена кривою W∂  (див., наприклад, [4]). Нехай 

( , , )F x y z


 є гладким векторним полем, визначе-
ним над W. Тоді формула Стокса має вигляд

   , rot , .
W W

F dL F dS
∂

 
  

У правій частині цього співвідношення стоїть 
поверхневий інтеграл по поверхні W, у лівій — 
контурний інтеграл уздовж просторової кривої 

.W∂  Запишемо теорему Стокса з використан-
ням дробових операторів при 1α   і порівняємо 
її з дробовою теоремою Стокса.

Теорема Стокса. Нехай W — двічі безперерв-
но диференційовна проста поверхня, обхід межі 

W∂  якої відбувається у додатному напрямку. 
Якщо F


 — безперервно диференційовне вектор-

не поле над областю W, то

   1 1 1, ,rot .WW WI F I F∂ ∂
   

 

Дробова теорема Стокса. Нехай ( , , )F x y z


 — 
векторне поле, таке що

1

2 3

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ),

x

y y

F x y z e F x y z
e F x y z e F x y z

 
 

 
 

де , ,x y zF F F  — безперервно диференційовні дійс-
ні функції у просторі 3.  Тоді дробове узагаль-
нення формули Стокса записується як

   , ,rot .WW WI F I Fα α α
∂ ∂
   

Зрозуміло, що для 1a =  отримуємо звичайну 
формулу Стокса.

1.4.8. Дробова формула Гаусса

Як відомо [4], теорема Гаусса, відома також як 
теорема Остроградського–Гаусса, стверджує на-
ступне.

Теорема Гаусса. Нехай W — деяка область у 
просторі 3 ,  обмежена замкненою поверхнею 

.W∂  Тоді об’ємний інтеграл від дивергенції век-
торного поля ( , , )F x y z


 і поверхневий інтеграл 

від векторного поля ( , , )F x y z


 по W∂  пов’язані 
співвідношенням

div
W W

FdS FdV
∂

 
 

  або  1 1, div .WWI F I F∂ 
  

Узагальнення теореми Гаусса на випадок дробо-
вого числення виглядає так.

Дробова теорема Гаусса. Нехай ( , , ),xF x y z  
( , , ),yF x y z  ( , , )zF x y z  — безперервно диферен-

ційовні дійсні функції в області, яка включає па-
ралелепіпед

 : ( , , ), , , .W x y z a x b c y d g z h      
Якщо W∂  — замкнута межа області W, то

 , div .W W WI F I Fα α α
∂ 
  

Зазначимо, що існує й узагальнення теореми 
Гаусса на непрямокутні області.

Отже, тепер ми маємо всі необхідні інструмен-
ти, щоб розглянути узагальнені співвідношення 
фрактальної електродинаміки. У подальшому 
викладі матеріалу ми, переважно, дотримували-
ся роботи [4].

2. Основи фрактальної 
електродинаміки
2.1. Електричний заряд 
для фрактального розподілу
Добре відомо, що коли електричний заряд роз-
поділено в області 3 ,W   то його розподіл там 
прийнято описувати об’ємною густиною заряду 

( , )r tρ  . Тоді загальний заряд у цій області ви-
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значають за допомогою інтеграла

3 3( ) ( , ) ,
W

Q W r t dVρ      dV dx dy dz   

для декартових координат , , ,x y z    які є розмір-
ними. З використанням безрозмірних коорди-
нат 0/ ,x x l   0/ ,y y l   0/ ,z z l   0/r r l    
маємо

3 3 3( ) ( , ) ( , ) ,
W W

Q W r t dV r t dVρ ρ       

3 3
0 0 0( , ) ( , ) ( , ),r t l r t l r l tρ ρ ρ       .dV dxdydz

Зауважимо, що якщо ρ  вимірюють у кулонах 
на метр кубічний (Кл/м3), то r — просто в куло-
нах (Кл).

Узагальнимо цей результат на випадок фрак-
тального розподілу заряду. Є принаймні два 
шляхи зробити таке узагальнення. Перший по-
лягає в узагальненні всіх відомих співвідношень 
електродинаміки з використанням дробових ін-
тегралів і дробових похідних, другий — у вико-
ристанні так званих дробових безперервних мо-
делей фрактальних розподілів.

На жаль, подолання першого шляху на сьогод-
нішній день залишається не завершеним. У попе-
редньому підрозділі нам довелося використову-
вати переважно прямокутні області для введення 
дробово-інтегральних операторів. Виявляється, 
саме тут зараз проходить передній край науки 
у фрактальній електродинаміці. Задля повноти 
викладення матеріалу, що розглядається, як при-
клад ми розглянемо нижче відповідну систему 
рівнянь Максвелла. 

Отже, спочатку оберемо шлях, пов’язаний з 
використанням дробових безперервних моделей 
фрактальних розподілів. У дробових безперерв-
них моделях фрактальних розподілів зарядів і 
полів ми використовуємо дробові інтеграли над 
областю в просторі n  замість звичайних інте-
гралів над фрактальними множинами. 

Щоб описати фрактальний розподіл за допо-
могою дробової безперервної моделі, використо-
вуємо густину станів ( , )nc D r  і густину зарядів 

( , ).r tρ
  Функція ( , )nc D r  є густиною станів у 

n-вимірному евклідовому просторі .n  Густина 
станів описує, наскільки щільно упаковані дозво-
лені стани у просторі .n  Густина зарядів ( , )r tρ

  
описує розподіл зарядів за множиною дозволе-

них станів в евклідовому просторі .n  У дробо-
вій безперервній моделі фрактальних середовищ 
густину станів ( , )nc D r  в n  обирають так, щоб 
величина ( , ) ( , )D n nd r n c D r dVμ    описувала б 
кількість дозволених станів в об’ємі .ndV  Ско-
ристаємося позначеннями 3 3( , ) ,DdV c D r dV   

2 2( , ) ,ddS c d r dS   1 1( , ) ,dl c r dlγ γ   щоб задати 
густини станів у n-вимірному евклідовому про-
сторі n  для 1,2,3n   відповідно.

Розглянемо фрактальний розподіл електрич-
ного заряду, що задається описаною вище функ-
цією ( , ).r tρ

  У дробовій безперервній моделі за-
гальний заряд визначають як 

( ) ( , ) ,D D
W

Q W r t dVρ    3 3( , ) ,DdV c D r dV 

де для декартових координат ,dV dxdydz  D 
1 2 3 ,α α α    а густина станів задається спів-

відношенням
1 2 31 1 1/2

3
1 2 3

8
( , ) .( ) ( ) ( )

D x y z
c D r

α α απ

Γ α Γ α Γ α

  



У випадку центрально-симетричного розподі-
лу заряду використовують густину станів 

3
3

3
2 (3 / 2)( , ) .( / 2)

D
Dc D r rD

Γ
Γ


 

До речі, тут легко перевірити, що для нефрак-
тального розподілу заряду у просторі 3  маємо 

3D   і 3( , ) 1c D r  , тобто рівномірний розподіл 
дозволених станів.

Розглянемо приклад простого розподілу за-
ряджених частинок. Нехай W являтиме собою 
кулю радіусом R  , тобто  : .W r r R    Для 
стаціонарного (не залежного від часу), сферич-
но-симетричного розподілу заряджених части-
нок з ( , ) ( )r t rρ ρ  маємо

3
1

0

2 (3 / 2)( ) 4 ( ) .( / 2)

RD
D

DQ W r r drD
Γ

π ρ
Γ


 

В однорідному випадку, коли 0( ) ,rρ ρ  отри-
муємо

3

0
2 (3 / 2)( ) 4 .( / 2)

D D

D
RQ W D D

Γ
πρ

Γ




Розподіл заряджених частинок вважають одно-
рідним, якщо всі області W і W   з однаковими 
об’ємами ( ) ( )D DV W V W   мають однакові за-
гальні заряди цих областей: ( ) ( ).D DQ W Q W   
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Для однорідного фрактального розподілу заря-
джених частинок електричний заряд підпоряд-
ковується степеневому закону ( ) ,DQ R R  тоді 
як для однорідного n-вимірного розподілу ми ма-
ємо ( ) .nQ R R  Саме ця властивість може бути 
використана для вимірювання фрактальної роз-
мірності фрактальних розподілів зарядів. Зазви-
чай саме цей закон розглядають як визначення 
фрактальної розмірності заряду D. Якщо всі заря-
ди ідентичні, то ця розмірність дорівнює масовій 
фрактальній розмірності, яку ми розглядали в [1]. 

2.2. Електричний струм 
для фрактального розподілу
Нехай заряджені частинки, які мають густину 
розподілу ( , ),r tρ

  впорядковано рухаються зі 
швидкістю ( , ).u r t   Тоді густину струму ( , )j r t

   ви-
значають співвідношенням ( , ) ( , ) ( , ).j r t r t u r tρ

    

Силу струму 3( ),I S  який протікає через по-
верхню S в просторі 3 ,  можна визначити як 
потік вектора j


 крізь цю поверхню:

 3 2( ) ( ) ( , ), ,j
S

I S S j r t dSΦ  
 

де 2 2 ,dS ndS
   2dS  — безрозмірний елемент пло-

щі поверхні; n  — вектор зовнішньої нормалі.
Тепер припустимо, що поверхня, якою тече 

електричний струм, є фрактальною та має роз-
мірність 2.d   Тоді в рамках дробової безпе-
рервної моделі 

 ( ) ( , ), ,d d
S

I S j r t dS 
   2 2( , ) ,ddS c d r dS

   

де 2( , )c d r  — густина станів на поверхні, якою 
протікає електричний струм. Зазвичай вико-
ристовують

2
2

2
2( , ) .( / 2)

d
dc d r rdΓ


 

Легко переконатися, що для нефрактальної 
поверхні, коли 2,d   отримуємо 2( , ) 1.c d r 

2.3. Теорема Гаусса 
для фрактального розподілу
Використовуючи отримані у попередньому 
пункті співвідношення, запишемо:

   2 2( ) ( , ), ( , ) ( , ), .d d
W W

I S j r t dS c d r j r t dS
∂ ∂

  
    

Тепер можна скористатися теоремою Остро-
градського—Гаусса:

   2 2 2 3( , ) ( , ), div ( , ) ( , ) .
W W

c d r j r t dS c d r j r t dV
∂

 
    

Оскільки 3 3( , ) ,DdV c D r dV   
то 1

3 3 ( , ) .DdV c D r dV   Тоді можна переписати:

 

 

2 3

1
3 2

div ( , ) ( , )

( , )div ( , ) ( , ) .
W

D
W

c d r j r t dV

c D r c d r j r t dV









 

  

Отже, отримали теорему Гаусса для дробової 
безперервної моделі фрактальних розподілів за-
рядів і полів:

 

 1
3 2

( , ),

( , )div ( , ) ( , ) .

d
W

D
W

j r t dS

c D r c d r j r t dV
∂











 

  

2.4. Теорема Стокса 
для фрактального розподілу
Теорема Стокса пов’язує поверхневий інтеграл 
від ротора напруженості електричного поля E


 

по поверхні S в евклідовому просторі 3  з кон-
турним інтегралом від вектора ,E


 обчисленого 

за межею цієї поверхні :L S∂

   1 2, rot , ,
L S

E dl E dS 
  


де ( , )E r t

   є напруженістю електричного поля в 
точці з радіус-вектором .r  Раніше ми записали, 
що 1 1( , ) ,dl c r dlγ γ   де 1( , )c rγ   — густина станів 
на межі L , яка може бути задана виразом

1
1

1
2 (1 / 2)( , ) .( / 2)c r r

γ
γΓ

γ
Γ γ


 

Видно, що за умови 1γ   маємо 1( , ) 1.c rγ   
Тепер можна записати:

   
  

1 1

1 2

, ( , ) ,

rot ( , ) , .
L L

S

E dl c r E dl

c r E dS

γ γ

γ

 



 



  


 

З іншого боку, 2 2( , ) ,ddS c d r dS   звідки 
1

2 2 ( , ) ,ddS c d r dS   1
2 2 ( , ) .ddS c d r dS
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Тоді

  

  

1 2

1
2 1

rot ( , ) ,

( , ) rot ( , ) , .
S

d
S

c r E dS

c d r c r E dS

γ

γ











 

У результаті одержуємо теорему Стокса для 
дробової безперервної моделі фрактального роз-
поділу зарядів і струмів:

    1
2 1, ( , ) rot ( , ) , .d

L S
E dl c d r c r E dSγ γ 
   

2.5. Закон збереження заряду 
для фрактального розподілу
Закон збереження заряду говорить про те, що 
швидкість зміни заряду у часі в області W, об-
меженій поверхнею ,S W∂  дорівнює потокові 
заряду через цю поверхню. Відповідне рівняння, 
також відоме як рівняння безперервності в інте-
гральній формі, має вигляд

( ) ( ).dQ W I Sdt  

У дробовій безперервній моделі цей закон 
описують співвідношенням

( ) ( ),D d
d Q W I Sdt    

де ( ) ( , ) ,D D
W

Q W r t dVρ     ( ) ( , ), .d d
S

I S j r t dS 
 

Тоді

 ( ) ( , ) ( , ), .D D d
W W

d dQ W r t dV j r t dSdt dt
∂

ρ   
 

Отже, збереження електричного заряду в рам-
ках дробової безперервної моделі описується 
дробовим інтегральним рівнянням. Використо-
вуючи узагальнену вище теорему Гаусса, отри-
маємо

 

 

 

1
3 2

1
3 2

( , ),

( , )div ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) .

d
W

D
W

k D
kW

j r t dS

c D r c d r j r t dV

c D r c d r j r t dVx

∂

∂
∂







 









 

  

  

Якщо поверхня W сама не змінюється у часі, то
( , )

( , ) .D D
W W

r td r t dV dVdt t
ρ

ρ
∂
∂ 




Тоді

 1
3 2

( , )

( , ) ( , ) ( , ) .

D
W

k D
kW

r t dVt

c D r c d r j r t dVx

ρ∂
∂

∂
∂





 







  

Ураховуючи у цьому співвідношенні, що 
3 3( , ) ,DdV c D r dV   отримуємо дробове інте-

гральне рівняння, яке описує закон збереження 
електричного заряду:

 

3 3

2 3

( , )( , )

( , ) ( , ) 0.

W

k
kW

r tc D r dVt

c d r j r t dVx

ρ∂
∂

∂
∂



  







 

Оскільки це співвідношення виконується для 
довільної області W, то це можливо лише коли

 3 2
( , )

( , ) ( , ) ( , ) 0.k
k

r t
c D r c d r j r tt x

ρ∂ ∂
∂ ∂ 


  

У результаті ми отримали закон збереження 
електричного заряду в диференціальній формі. Це 
рівняння для фрактального розподілу у дробовій 
безперервній моделі. 

Зазначимо, що останнє диференціальне рів-
няння не є дробовим диференціальним рів-
нянням. Для 3D   і 2,d   коли 3(3, ) 1c r   і 

2(2, ) 1,c r   ми отримуємо добре відоме рівнян-
ня безперервності у диференціальній формі:

( , ) ( , ) 0.k
k

r t j r tt x
ρ∂ ∂
∂ ∂ 
 

2.6. Закон Кулона 
для фрактального розподілу
Розглянемо закон Кулона для дробової безпе-
рервної моделі фрактального розподілу елек-
тричних зарядів. Заряд ( ) ,D DdQ r dVρ    розта-
шований у точці з радіус-вектором ,r   у точці з 
радіус-вектором r  створює електричне поле ,dE


 

яке записується за допомогою співвідношення

30
( ) ,4

DdQ r rdE r
r rπε
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де r  і r   — безрозмірні радіус-вектори; 0ε  — 
електрична стала. 

Напруженість поля, створюваного у точці r  
електричним зарядом, розподіленим в області W 
звичайного тривимірного простору із густиною 

( ),rρ   має такий вигляд:

330

1( ) ( ) .4
W

r rE r r dV
r r

ρ
πε

   
 
   
 

У випадку фрактального розподілу заряду в 
області W маємо

30

1( ) ( ) ,4 D
W

r rE r r dV
r r

ρ
πε

   
 
   
   

де 3 3( , ) .DdV c D r dV  

Цей вираз  розглядається як закон Кулона для 
стаціонарного фрактального розподілу елек-
тричних зарядів у рамках дробової безперервної 
моделі.

2.7. Закон Біо–Савара–Лапласа 
для фрактального розподілу
Відповідно до закону Біо–Савара–Лапласа, ін-
дукція магнітного поля в точці ,r  створено-
го електричними струмами, розподіленими в 
області W тривимірного простору із густиною 

( ),j r 
   визначається співвідношенням

0
33

( ),
( ) ,4

W

j r r r
B r dV

r r
μ
π

    
 

    
 

де r  і r   — безрозмірні радіус-вектори; 0μ  — 
магнітна стала. 

У випадку фрактального розподілу струмів в 
області W маємо

0
3

( ),
( ) .4 D

W

j r r r
B r dV

r r
μ
π

    
 

    
 

Цей вираз і розглядається як закон Біо–Са-
вара–Лапласа для стаціонарного фрактального 
розподілу електричних струмів у рамках дробо-
вої безперервної моделі.

2.8. Закон Гаусса 
для фрактального розподілу
У класичній електродинаміці закон Гаусса, ві-
домий також як теорема Гаусса про потік, уста-
новлює зв’язок між просторовим розподілом 

електричного заряду та створюваним ним елек-
тричним полем. Відповідно до закону Гаусса, 
повний потік вектора напруженості електрично-
го поля EΦ  через замкнуту поверхню S W∂  є 
пропорційним сумарному електричному зарядо-
ві ( )DO W  всередині об’єму W, обмеженого цією 
поверхнею:

0

1( ) ( ).E DW Q WΦ
ε

∂ 

У дробовій безперервній моделі фрактального 
розподілу електричного заряду електричний по-
тік через поверхню S W∂  дорівнює

 ( ) , ,E d
S

S E dSΦ  


де ( , )E r t
   — вектор напруженості електричного 

поля, 2 2( , ) .d ddS ndS nc d r dS 
     Водночас відо-

мо, що

( ) ( , ) .D D
W

Q W r t dVρ  

Тоді закон Гаусса для стаціонарного фракталь-
ного розподілу електричних зарядів у рамках 
дробової безперервної моделі можна записати 
так:

 
0

1, ( , ) ,d D
S W

E dS r t dVρ
ε

 
   

де 3 3( , ) .DdV c D r dV 

У випадку стаціонарного розподілу фракталь-
ного заряду ( , ) ( )r t rρ ρ   всередині кулі радіу-
сом R :  :W r r R    маємо

3
1

0

2 (3 / 2)( ) 4 ( ) .( / 2)

RD
D

DQ W r r drD
Γ

π ρ
Γ


 

У випадку 2d   і сфери  : ,S W r r R∂     
що обмежує цю кулю, можна записати 

2( ) 4 ( ),E W R E RΦ π∂   звідки

3
1

2
0 0

2 (3 / 2)( ) ( ) .
( / 2)

RD
DE R r r dr

R D
Γ

ρ
ε Γ


 

Для однорідного розподілу 0( )rρ ρ  цей ви-
раз ще більше спрощується:

3
2

0
0

2 (3 / 2)( ) .( / 2)

D
DE R RD

Γ
ρ
ε Γ




Звідси випливає дуже цікавий результат: для 
фрактального розподілу з розмірністю 2 0D    
маємо ( ) const .E R 
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2.9. Закон Ампера 
для фрактального розподілу
Відповідно до закону Ампера, індукція магнітно-
го поля навколо провідника зі струмом пропор-
ційна силі цього струму, який є джерелом поля. 
У разі стаціонарних струмів контурний інтеграл 
від вектора індукції магнітного поля ( )B r

   по 
замкнутому контуру є прямо пропорційним силі 
струму, що пронизує цей контур:

   1 0 3 0 2( ), ( ) ( ), ,
L S

B r dl I S j r dSμ μ  
     

де 1 1,dl dlτ
   τ  — вектор дотичної до кривої L у 

заданій точці.
У стаціонарному випадку 3( )I S  і ( )j r

 
 не змі-

нюються у часі. У рамках дробової безперервної 
моделі закон Ампера для фрактального розподі-
лу зарядів та полів є таким:

   0( ), ( ), ,d
L S

B r dl j r dSγ μ 
   

 2 2( , ) ,d ddS ndS nc d r dS 
     

1 1( , ) .dl dl c r dlγ γτ τ γ 
   

Розглянемо найпростіший приклад фракталь-
ного розподілу. Для циліндрично-симетричного 
розподілу з 1γ   маємо

2
0

2
1

0

( ) 2 ( ) ( , )

24 ( ) ,( / 2)

R

d

RD
d

I S j r c d r rdr

j r r drd

π

π
Γ




 









де густина дозволених станів визначається спів-
відношенням

2
2

2
2( , ) .( / 2)

d
dc d r rdΓ


 

Для контуру L у вигляді кола L W∂    
 :r r R    отримуємо, що 

 1( ), 2 ( ).
L

B r dl RB Rπ
 

Тоді
2

0 1

0

2( ) ( ) .( / 2)

Rd
dB R j r r drR d

μ
Γ


 

У разі однорідного розподілу 0( )j r j  отри-
муємо

2
0 1

0
2( ) .( / 2)

d
dB R j Rd d

μ
Γ




Цікаво, що для розподілу із розмірністю 
1 0d    маємо ( ) const .B R 

Отже, усі основні закони електродинаміки 
були записані для дробової безперервної моделі 
фрактального розподілу. Тепер у рамках цієї мо-
делі можна записати систему рівнянь Максвелла 
в інтегральній формі.

2.10. Рівняння Максвелла 
для фрактальних розподілів
Як відомо, система рівнянь Максвелла — це си-
стема фундаментальних рівнянь, що описують 
електричні та магнітні поля. Для фрактально-
го розподілу заряджених частинок 3  система 
рівнянь Максвелла в інтегральній формі з вико-
ристанням наведених вище позначень має ви-
гляд [4]:

 2
0

1, ,D
S W

E dS dVρ
ε

 


  

   1 2, , ,
L S

E dl B dSt
∂
∂  

  


 2, 0,
S

B dS 


  

     1 0 0 0 2, , , .d
L S S

B dl j dS E dStμ ε μ
∂
∂   

    


Зауважимо, що ця система справедлива ли-
ше для фрактального розподілу заряджених час-
тинок.

Розглянемо фрактальний розподіл зарядів 
і полів. Нехай є поля, які задані лише на фрак-
тальній множині. Вважаємо, що напруженість 
електричного поля ( , )E r t

   та індукція магнітно-
го поля ( , )B r t

   є визначеними тільки на фракталі 
і не існують поза фракталом, який перебуває в 
евклідовому просторі 3.  Фрактальний розпо-
діл, у якому електромагнітні поля визначені на 
фракталі, розглядається як апроксимація деяко-
го реального випадку фрактального середови-
ща. У цьому випадку система рівнянь Максвелла 
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записується так [4]:

 
0

1, ,d D
S W

E dS dVρ
ε

 




   , , ,d
L S

E dl B dStγ
∂
∂  

  


 , 0,d
S

B dS 


  

     0 0 0, , , .d d
L S S

B dl j dS E dStγ μ ε μ
∂
∂   

    


Ця система дробових інтегральних рівнянь 
Максвелла описує електромагнітні поля узагаль-
неного фрактального розподілу зарядів і полів. 

У рамках дробової безперервної моделі ми 
раніше отримали диференціальні рівняння, що 
відповідають дробовим інтегральним рівнянням 
Максвелла. Залишилося скористатися результа-
тами та записати [4]:
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Звідси отримуємо

 2 3
0

1div ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),c d r E r t c D r r tρ
ε


     

 1 2
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 2div ( , ) ( , ) 0,c d r B r t 
   

 1

0 2 0 0 2

rot ( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , ) ( , ) .

c r B r t
E r t

c d r j r t c d r t

γ

μ ε μ
∂
∂



 

 
   

Ця система рівнянь Максвелла описує елек-
тромагнітне поле фрактального розподілу час-
тинок і полів у межах дробової безперервної мо-
делі (див., наприклад, [4]). Легко помітити, що ці 
диференціальні рівняння не є дробовими.

Також слід зазначити, що третє рівняння сис-
теми можна переписати:

 2div ( , ) ( , ),grad ( , ) .B r t B r t c d r 
   

У випадку 2d   2(2, ) 1,c r   2grad (2, ) 0.c r   
Однак у загальному випадку, коли 2,d   гра-
дієнт нулю не дорівнює, а тому й div ( , ) 0.B r t 

   
Така ситуація може статися, якщо магнітне поле 
раптом виявиться несоленоїдальним і його си-
лові лінії будуть незамкнутими, а отже, вони з 
чогось мають починатися і чимось закінчувати-
ся. У нефрактальній фізиці так не буває взагалі, 
і на думку спадає лише непідтверджена гіпотеза 
про монополь Дірака. Швидше за все, саме тому 
магнітне поле узагальненого фрактального роз-
поділу було запропоновано розглядати як дея-
кий «дробовий магнітний монополь» (див., на-
приклад, [4])  2( , ),grad ( , ) .mq B r t c d r

    Загалом 
питання трактування фізичного сенсу наведених 
результатів наразі залишається відкритим.

2.11. Дробові нелокальні 
рівняння Максвелла
Отже, наведені вище версії системи рівнянь 
Максвелла враховують фрактальність розпо-
ділу частинок і полів, але використовують при 
цьому звичайні (недробові) векторно-диферен-
ціальні та векторно-інтегральні оператори. По-
вернемося до можливості застосування розгля-
нутих у підрозділі 1.4 дробових операторів. Як 
було зазначено вище, диференціальні оператори, 
які містять дробові похідні, на відміну класич-
ного випадку, мають нелокальний характер. Це 
з тим, що дробова похідна (наприклад, Рімана–
Ліувілля, Ліувілля, Рісса, Капуто) обчислюється 
не у нехтовно малому околі однієї точки, а одразу 
загалом на кінцевому інтервалі. Тому і рівняння 
Максвелла в диференціальній формі, записані за 
допомогою дробових диференціальних операто-
рів, також виявляються нелокальними. 

Система дробових нелокальних рівнянь Макс-
велла у диференціальній формі, запропонована у 
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2008 р. [26], має вигляд

1
1div ( , ) ( , ),W E t r g t rα ρ

  
, 2rot ( , ) ( , ),tW E t r B t rα ∂ 

  

3div ( , ) 0,W B t rα 
 

4 1
2 3rot ( , ) ( , ) ( , ),tWg B t r j t r g E t rα ∂ 

    

де величини ,sα  1,2,3, 4s  , можуть бути як ці-
лими, так і дробовими; 1,g  2 ,g  3g  — сталі.

Відповідна система дробових нелокальних рів-
нянь Максвелла в інтегральній формі, що з’яви-
лася у 2005 р. та була узагальнена у 2008 р. [26], з 
використанням розглянутих у підрозділі 1.4 век-
торно-інтегральних операторів записується так:

 1 1
1, ( , ) ( , ),WWI E t r g I t rα α

∂ ρ
     

   2 2, ( , ) , ( , ) ,SS
dI E t r I B t rdt

α α
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 3 , ( , ) 0,WI B t rα
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, ( , ) , ( , ) .
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S S

g I B t r
dI j t r g I E t rdt

α

α α

∂





 

  

    

Важливо, що саме систему дробових нелокаль-
них рівнянь Максвелла пропонують використо-
вувати для опису поширення електромагніт-
них хвиль у середовищах, які мають нелокальні 
фрактальні властивості [4, 26].

Зауважимо, що для розгляду рівнянь Максвел-
ла застосовують також складніші математичні 
інструменти з арсеналу теорії дробового зовніш-
нього числення (англ. fractional exterior calculus) 
або дробових диференціальних форм (англ. 
fractional diff erential forms), однак ці випадки ви-
ходять за межі нашого огляду. Тим, хто цікавить-
ся даним питанням, можна порадити, зокрема, 
роботи [4, 9, 26].

2.12. Електромагнітні хвилі 
та фрактальний осцилятор
Добре відомо, що існує зв’язок між електромаг-
нітними хвилями та класичною механікою. Він 
полягає в тому, що електромагнітні хвилі можна 
зобразити у вигляді суперпозиції нескінченної 
множини класичних гармонічних осциляторів. 
Дивно, але існує аналогічний зв’язок між елек-
тромагнітними хвилями та фрактальною меха-
нікою [29].

Порівняно нещодавно було встановлено, що 
у фрактальному середовищі можна виділити 
множину фрактальних осциляторів, властиво-
сті яких докладно розглядаються у роботі [30]. 
Тут під фрактальним середовищем ми розгляда-
ємо таке середовище, в якому згасання електро-
магнітних хвиль описується степеневим законом 
[29]. Важливо, що подібне фрактальне середови-
ще не є теоретичною абстракцією, а отримано на 
основі цілком реальних експериментальних да-
них. Із використанням зазначених фрактальних 
осциляторів може бути побудований ортонор-
мований базис, за яким і розкладаються електро-
магнітні хвилі [29].

Розглянемо цей оригінальний результат до-
кладніше. У роботі [31] для зазначеного вище 
фрактального середовища були записані такі 
дробові рівняння Максвелла (ще один різновид!):
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де 0
α
τ∂  — інтегро-диференціальний оператор Ка-

путо, який задається співвідношенням
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sDατ — інтегро-диференціальний оператор Ріма-
на–Ліувілля 
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e і m — безрозмірні діелектрична та магнітна про-
никності середовища; 0t  — безрозмірний ха-
рактерний час. Для досить низьких частот, коли 
дисперсія в середовищі нехтовно мала, а діелек-
трична та магнітна проникності не змінюються в 
часі, а також слабкого поля, коли в середовищі не 
виникає нелінійних ефектів, напруженості елек-
тричного та магнітного полів можуть бути пред-
ставлені у вигляді розкладань за стоячими хви-
лями. Відповідно до звичайної теорії вторинного 
квантування [32],

( ) ( ),E q t e rγ γ γ
γ

ω 
   ( ) ( ),H p t h rγ γ

γ
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Тоді при підстановці цих розкладань до дробо-
вих рівнянь Максвелла маємо рівняння руху [29]:

0 2
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τ γ γ γω

μ
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∂ 

Оскільки в цьому випадку величини e, m і 0t  
не мають якогось особливого значення, то вва-
жають 0 1.tε μ    У результаті отримуємо 
рівняння фрактального осцилятора [30]: 

2
0 0 0.q qα α
τ τ γ γ γω∂ ∂  

Саме за нескінченною множиною таких фрак-
тальних осциляторів і виявляються розкладе-
ними електромагнітні хвилі у фрактальному 
середовищі. Слід звернути увагу, що у рівнян-
ні фрактального осцилятора дробовий порядок 
має похідна за часом. Фізичний сенс цього поля-

гає в тому, що відбувається поглинання електро-
магнітного поля даним середовищем [29].

Висновки
Фрактальна електродинаміка багато в чому ба-
зується на використанні дробового числення. У 
рамках дробового числення використовуються 
дробові інтеграли (наприклад, Рімана–Ліувілля, 
Ліувілля та Рісса), дробові похідні (наприклад, 
Рімана–Ліувілля, Капуто, Ліувілля та Рісса), що 
дозволяє створювати дробові диференціальні, 
інтегральні, інтегро-диференціальні рівняння, 
розв’язувати задачі Коші, крайові задачі тощо. 

Також у рамках дробового числення проведено 
узагальнення векторного числення, побудовано 
основні диференціальні та інтегральні операції, 
що узагальнені на випадок використання фрак-
тальних розподілів.

Із використанням дробових безперервних 
моделей фрактальних розподілів узагальнено 
основні співвідношення електродинаміки, у ре-
зультаті чого побудована фрактальна електроди-
наміка, тобто електродинаміка, здатна описувати 
фрактальні розподіли зарядів, струмів і полів.
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FRACTAL RADIOPHYSICS. 
Part 3. FRACTIONAL CALCULUS IN ELECTRODYNAMICS

Subject and Purpose. At the beginning of the 21st century, a fundamentally new scientifi c direction was formed, currently known 
as fractal radiophysics. Th e present work is an overview of the principal theoretical and practical ideas concerning "fractalization" in 
radio physics. Th e purpose is a systematic presentation of the main practical results suitable for application of the fractional calculus 
in modern theoretical radiophysics. 

Methods and Methodology. Th e basic theoretical principles of fractional calculus are outlined in a structured form. Results of 
applying fractional calculus methods in electrodynamics are systematized. Essential features, advantages and disadvantages of the 
technique are demonstrated and the problems still remaining discussed.

Results. Th e basics of fractional (or fractal) calculus have been considered with emphasis on practical application to problems 
of radiophysics. A variety of approaches to constructing fractional integrals and Riemann–Liouville, etc. fractional derivatives have 
been presented. Using the Newton-Leibnitz formula and fundamental theorems of fractional calculus, principles of generalization 
of the classic vector calculus to fractal problems have been discussed, suggesting the examples of fractional vector-diff erential and 
vector-integral operators, Green’s and Stokes’ fractional formulas, etc. With the use of Gauss’s fractional formula the basics of fractal 
electrodynamics are expounded. Some diff erent types of fractal Maxwellian equations has been induced and analyzed. Also, the main 
approaches to solving radio wave propagation problems in fractal media are discussed.

Conclusions. As a practical example of applying fractals in modern theoretical radiophysics, results have been presented of the use 
of fractional calculus in electrodynamics. Th ese results signify appearance of a fundamentally new direction in radiophysics, namely 
fractal electrodynamics.

Keywords: fractal, fractional calculus, fractal electrodynamics, fractal medium, fractal electronics, fractal process, fractal characteristics.


