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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ РОЗСІЮВАННЯ ПЛОСКОЇ 
Е-ПОЛЯРИЗОВАНОЇ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОЇ ХВИЛІ 
ДОФРАКТАЛЬНИМИ ПРОВІДНИМИ 
СТРІЧКОВИМИ ҐРАТКАМИ 

Предмет і мета роботи. Досліджується розсіювання плоскої Е-поляризованої електромагнітної хвилі дофракталь-
ними провідними стрічковими ґ ратками з імпедансом. Для математичного впорядкування стрічкових систем ви-
користовується процес створення найпростішого класу самоподібних досконалих множин зі змінною дробовою роз-
мірністю. Розглядається асимптотична модель слабонаповнених стрічкових ґраток, яка значно спрощує задачу 
розсіювання. Вона дає можливість ефективно досліджувати основні характеристики розсіювання Е-поляризованої 
хвилі провідними стрічковими ґратками.

Методи та методологія. Математичні моделі розсіювання плоскої Е-поляризованої хвилі стрічковими ґратками 
отримані класичними методами (техніка інтегральних рівнянь, підхід Лорда Релея) та певними їх модифікаціями. 
Основна математична модель процесу взаємодії Е-поляризованої електромагнітної хвилі з провідними стрічковими 
ґратками подана як система інтегральних рівнянь першого роду, до якої застосовують чисельні методи. На основі 
дослідження розсіяного електромагнітного поля у дальній зоні знайдені важливі інтегральні характеристики розсію-
вання стрічковими ґ ратками.

Результати. Отримано математичні моделі розсіювання плоскої Е-поляризованої електромагнітної хвилі 
дофрактальними слабонаповненими ґ ратками. Запропоновані асимптотичні моделі є придатними як для визначен-
ня вихідних змінних, так і у разі дослідження основних характеристик розсіювання. Знайдені важливі інтегральні 
характеристики, зокрема, діаграма розсіювання, дозволяють дослідити фрактальні властивості дофрактальних 
провідних стрічкових ґ раток з імпедансом.

Висновки. Математичні моделі розсіювання плоскої Е-поляризованої електромагнітної хвилі дофрактальними 
стрічковими ґ ратками, презентовані у статті, виявились досить ефективними як для визначення вихідних змінних, 
так і для дослідження основної характеристики розсіювання — діаграми розсіювання. Вони складають основу для 
проведення широких досліджень фрактальних властивостей основних характеристик розсіювання плоскої Е-поляри-
зованої хвилі дофрактальними провідними стрічковими ґ ратками з імпедансом.

Ключові слова: моделювання розсіювання хвиль, досконалі множини, дофрактальні ґратки, асимптотичні моделі.
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Вступ 

Системи абсолютно тонких та провідних пло-
ских стрічок, які скорочено можна назвати стріч-
ковими ґратками (СҐ), є досить простими як у 
фізичному, так і математичному сенсі моделя-
ми для вивчення взаємодії провідних об’єктів 
з плоскими електромагнітними хвилями. Тео-
рія розсіювання плоскої лінійно поляризованої 
електромагнітної хвилі дифракційними СҐ сво-
го часу була ґрунтовно розроблена харківськи-
ми радіофізиками, вважається класичною і зна-
йшла широке практичне застосування у фізиці 
та техніці [1—4]. Зокрема, дифракційні ґратки 
застосовуються у антенній та вимірювальній 
техніці, електроніці, ядерній техніці, акустиці 
тощо. У розробці цієї теорії принципове значен-
ня має математична впорядкованість стрічок за 
періодичним законом та їх ідеальна провідність. 
Основним методом, що використовувався для 
отримання математичних моделей, був метод за-
дачі Рімана–Гільберта [1]. Були також розвинуті 
теорії розсіювання хвиль СҐ зі скінченною кіль-
кістю стрічок різної ширини, але ці теорії вияви-
лись досить громіздкими як за кількістю пара-
метрів, так і за методом, що застосовувався для 
проведення числових експериментів [5, 6]. Знач-
ним досягненням на той час було отримання 
системи інтегральних рівнянь другого роду, яка 
виявилась недостатньо зручною для проведен-
ня великої кількості вичерпних числових експе-
риментів.

З появою системного викладення застосувань 
незвичайних «фрактальних» множин у матема-
тичному моделюванні різних природніх процесів 
та об’єктів [7, 8] почались певні спроби систем-
ного дослідження застосувань цих множин у ра-
діофізиці та радіолокації. Теорія взаємодії елек-
тромагнітних хвиль з провідними структурами, 
що мають дофрактальну (pre-fractal, англ.) гео-
метрію чи містять дофрактальні елементи, була 
створена недавно та швидко розвивається [7, 9]. 
Зазвичай у ній використовують тільки найпро-
стішу досконалу множину, яку пов’язують з ві-
домим математиком — засновником сучасної 
теорії множин Г. Кантором (1845—1918). Однак 
уперше вона була описана і використана англій-
ським професором Г. Смітом у 1874 році як об-
ласть визначення незвичайної функції, що не має 

ріманового інтеграла [10]. На сьогодні її вважа-
ють класичною досконалою множиною, вона де-
тально розглядається у кількох розділах вищої 
математики. Ця досконала множина є основою 
побудови низки класичних самоподібних мно-
жин (СПM, або фракталів): кривої та «сніжин-
ки» Хельге фон Коха, «килима» чи «серветки» 
польського математика Вацлава Серпінсько-
го [7, 8]. Оскільки ці множини не є класични-
ми і викликають певну пересторогу у науковців, 
то виникла потреба у додатковому їх вивченні, 
систематизації та математичному обґрунтуван-
ні їх властивостей [11]. Важливу роль класичні 
досконалі СПМ відіграли та продовжують віді-
гравати при створенні різноманітних радіоелек-
тронних пристроїв, де основою є дофрактальні 
антени [12—16]. 

Варто вказати, що існують два активних на-
прями розробки дофрактальних антен, де про-
водяться детальні дослідження з вдосконалення 
потрібних для практичних застосувань харак-
теристик. Перший напрям має справу зі ство-
ренням різних видів геометричних конструкцій 
провідників (дофрактальних апертур) на основі 
вже класичних та нових двовимірних незвичай-
них «фрактальних» множин [14, 16]. Другий на-
прям базується на використанні певних стадій 
побудови ніде не щільної досконалої множини 
(фрактала) при розробці антенних ґраток. Удо-
сконалення корисних для практичних засто-
сувань характеристик досягається не через на-
копичення окремих провідних елементів (як у 
класичних ґратках), а через відповідне їх впоряд-
кування [17, 18].

У цій статті пропонуються СҐ у вигляді систем 
стрічок, що розташовані у відповідності з від-
різками, які утворюють певну стадію побудови 
(дофрактал) ніде не щільної досконалої множини 
зі змінною дробовою розмірністю. Такі СҐ дореч-
но називати дофрактальними, або, скорочено, 
ДФСҐ. Задача розсіювання плоскої Е-поляризо-
ваної електромагнітної хвилі ДФСҐ є математич-
но строгою в рамках певних припущень [19, 20]. 
Метою цієї статті є використання математичних 
моделей, отриманих класичними методами (ме-
тодом інтегральних рівнянь, асимптотичним ме-
тодом Лорда Релея) та їх модифікаціями [21—23], 
для дослідження основних характеристик розсі-
ювання електромагнітних хвиль СҐ [20].
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1. Постановка задачі 
та математичні моделі 
розсіювання

Задача розсіювання плоскої Е-поляризованої 
електромагнітної хвилі системою абсолютно тон-
ких та провідних плоских стрічок (рис. 1) поля-
гає у визначенні відповідного розв’язку рівнянь 
Максвелла у тривимірному просторі [19—21].

Перехід від тривимірної фізичної моделі, де 
використовуються рівняння Максвелла з від-
повідними граничними умовами на провідних 
стрічках, до двовимірної математичної моделі 
ґрунтується на теорії диференціальних рівнянь 
математичної фізики. У результаті отримуємо 
зовнішні змішані граничні задачі для двовимір-
ного хвильового рівняння з відповідною умовою 
випромінювання на нескінченності. За відомим 
методом інтегральних рівнянь (ІР) вказані дво-
вимірні задачі переводяться до одновимірної 
задачі розв’язання систем змішаних інтеграль-
но-диференційних рівнянь (ІДР). Деталі цього 
безпосереднього застосування методу ІР можна 
знайти у кількох публікаціях, серед яких найсут-
тєвішими є статті [19, 22]. У них розглядаються 
основні математичні моделі та їх коректні пере-
творення до зручного для дослідження вигляду. 
Спочатку наведемо загальні математичні моде-
лі розсіювання хвилі ДФСҐ з імпедансом, в яких 
стрічки строго впорядковані у відповідності з 
відрізками, які утворюють певну стадію побудо-
ви найпростішого класу досконалих множин зі 
змінною дробовою розмірністю [23—26].

Коли імпедансом матеріалу, з якого виготов-
лені стрічки провідної СҐ, не можна нехтувати, 
початкова математична модель розсіювання за 
методом ІР є некоректною. Це пов’язано з тим, 
що вона визначається змішаною системою ІДР і 
потребує обережного відокремлення інтеграль-
ного оператора від диференціального. Після вка-
заного відокремлення спершу досліджуються 
диференціальні рівняння на системі сегментів з 
метою виділення потрібного єдиного розв’язку 
задачі розсіювання, а потім завдяки інтегрально-
му оператору отримуємо систему особливих ІР 
першого роду [19]. 

Варто зазначити, що основна шукана функція 
( )x   визначає поздовжню складову густи-

ни поверхневого струму на стрічках і залежить 

від безрозмірного параметра (1 ) ,i r     де 
і є уявною одиницею. Цей безрозмірний пара-
метр прямо пропорційний поверхневому опору 
r провідного матеріалу стрічок та обернено про-
порційний опору навколишнього середовища 
. За наявними даними, поверхневий опір най-
більш поширених провідних матеріалів, таких 
як срібло, мідь, алюміній, латунь, є досить ма-
лим порівняно з опором навколишнього середо-
вища. Зважаючи на те, що безрозмірна величина 

2 /r    значно менша від одиниці, та за-
стосувавши метод малого параметра, приходимо 
до такої системи особливих ІР першого роду: 

(1)
0

1
2 1

( ) ( )

4 (1 ) exp( ), .
S

x H k x x dx

i q ikq x x S



 

   

   


 (1)

Тут інтегрування проводиться за системою сег-
ментів, а 1

0( )H z  позначає функцію Ганкеля першо-
го роду нульового порядку, k — хвильове число. 
У правій частині маємо дві складові напрямного 
вектора Е-поляризованої хвилі, яка набігає знизу 
на стрічки. Тобто 1 0sin ,q   2 0sin ,q   де 0  
є кутом, під яким набігає зазначена хвиля. Це і є 
коректна математична модель розсіювання Е-по-
ляризованої хвилі плоскою стрічковою провід-
ною ґраткою з імпедансом. Щоб мати більш зруч-
ну для проведення числових експериментів та 
практичних застосувань математичну модель, не-
обхідне перетворення системи особливих ІР пер-
шого роду (1). Його можна здійснити стандарт-
ним способом, як це проведено для випадку двох 
провідних стрічок різної ширини у статті [19]. 
У цьому випадку виникає досить проста і більш 
конкретна система особливих ІР першого роду:

1

1
1

1 1

1

( ) ln

( ) ( , )

( )exp( ), 1, 1,..., .

M
m mm

j t t dt

j t R t dt

f i q M





 





    



 

 

 

  


 

 (2)

Тут нові невідомі функції ( ) ( ),m m m mj t a b a t   
ma  — півширина стрічки з номером m  1,…, М, 

а функції двох змінних ( , )mR t 
 
 вже не мають 

особливостей [19]. У правій частині функція, за-
лежна від безрозмірного параметра μ, має такий 
вигляд: 1 2( ) 2 exp( (0)) / (1 ).f iq x q        Тут 
ще є важливі параметри: (0),x  що закріплює 
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Рис. 1. Дофрактальна стрічкова ґратка з чотирьох про-
відних стрічок

стрічки з номером  на осі абсцис і стане більш 
зрозумілим у наступному пункті при побудові 
СПМ, та параметр .ka    Для випадку сис-
тем провідних стрічок, впорядкованих за різни-
ми математичними законами, функції ( , )mR t 

 
 

залежатимуть від різниці (t). Їх вирази, коли 
провідні стрічки впорядковані за законом, що 
відповідає розташуванню сегментів побудови 
найпростіших досконалих множин, можна знай-
ти у статтях [19, 22].

Наведена математична модель розсіювання 
Е-поляризованої хвилі плоскою СҐ з імпедансом, 
яка зведена до системи особливих ІР першого 
роду (2), є досить загальною і неупорядкованою. 
Для того, щоб її пристосувати до розсіювання 
Е-поляризованої хвилі ДФСҐ з імпедансом, слід 
спочатку пригадати математичні закони дофрак-
тального впорядкування стрічок ґратки. Це впо-
рядкування спирається на процес побудови 
ніде не щільної досконалої множини зі змінною 
дробовою розмірністю.

2. Аналіз процесу побудови 
самоподібних досконалих 
множин 
Найпростішим і найпоширенішим представни-
ком цього класу множин є досконала множина, 
яка пов’язана з іменами Г. Сміта та Г. Кантора і 
про яку згадувалось у вступі до цієї статті. До-
речно зупинитись на процесі побудови найпро-
стішого узагальнення цієї ніде не щільної доско-
налої множини. При цьому виникне клас ніде не 
щільних досконалих самоподібних множин зі 
змінною розмірністю Хаусдорфа (РХ), яка далі 
буде використовуватись. Побудову СПМ почне-
мо з певного симетричного сегмента, який діли-
мо на три частини. Дві крайні частини однакові і 
являють собою сегменти довжиною 2а, середню 
частину (інтервал) — відкидаємо. Отримані два 
сегменти назвемо утворювачем даної множи-
ни, або першою стадією  її побудови. На рис. 2 ці 
два сегменти першої стадії створення СПМ по-
казано на першому рівні. Далі вводимо ще один 
геометричний параметр b для позначення ко-
ординати центра правого сегмента утворюва-
ча. Друга стадія створення даної ніде не щільної 
досконалої СПМ полягає в заміщенні обох сег-
ментів утворювача зменшеними його копіями у 

1 2c b a    разів. Отже, результатом другої 
стадії побудови даної СПМ є четвірка сегментів, 
зображена на другому рівні рис.  2. Наступний 
крок — перехід до третьої стадії побудови доско-
налої множини — ще одне зменшення утворюва-
ча у с разів і заміщення сегментів другої стадії, 
що приводить до восьми сегментів, зображених 
на третьому рівні рис. 2. Якщо продовжувати 
цей процес необмежено, то утвориться доскона-
ла множина, яка дещо відмінна від класичної і є 
її частинним випадком. З огляду на це можна ве-
сти мову про цілий клас досконалих множин, які 
залежать від коефіцієнта самоподібності с, що 
визначає РХ за формулою ln2/lnс.

Сам процес побудови досконалої множини 
вказує на можливість строгого впорядкування 
елементів ґраток з метою покращення їх корис-
них властивостей при використанні в різних ра-
діоелектронних пристроях [1—4]. Отже, можна 
зробити висновок про доцільність практичного 
застосування стадій побудови СПМ зі змінною 
РХ. Дуже важливим у математичному моделю-
ванні буде подання стадій створення досконалої 
множини у вигляді звичайних лінійних функцій, 
що закріплюють сегменти на дійсній осі [23—25].

Утворювач СПМ можна досить просто форма-
лізувати математично, використавши два геоме-
тричні параметри ka   і kb   та дійсну змін-
ну t, для якої | | 1.t   У цьому випадку це будуть 
дві лінійні функції ( ) ( 1) ,m

mx t t     1,2.m   
Вони впевнено закріплюють сегменти першої 

Рис. 2. Поперечні перерізи ДФСҐ з двох, чотирьох та 
восьми стрічок, що відповідають СПМ з РХ  0.5
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стадії побудови СПМ на дійсній осі. Наступною, 
другою стадією побудови СПМ є четвірка сег-
ментів, що формалізується лінійними функція-
ми: ( ) ( 1) ( / ) /m

mx t c t c       для 1, 4m   
та ( ) ( 1) ( / ) /m

mx t c t c        для 2,3.m   
Так самo на основі самоподібності визначаються 
лінійні функції, що фіксують на дійсній осі сег-
менти наступних стадій. Для довільного нату-
рального n, що визначає стадію побудови СПМ, 
маємо впорядковану послідовність функцій 

( ),mx t  де 1,...,2 .nm   Таким чином, коректна ма-
тематична модель розсіювання Е-поляризованої 
хвилі ДФСҐ з імпедансом, подана системою ІР 
першого роду (2), стає конкретнішою. Ядра цієї 
системи визначаються такими виразами:

(1)
0

(1)
0

( ) ( (0) (0) ( ) ),2
,

( ) ( ) ln .2

m m

mm

R t H x x ti
m

R t H t ti


  


   

    



    

 

   (3)

Тепер є все для подальшого дослідження роз-
сіювання плоскої Е-поляризованої хвилі ДФСҐ з 
імпедансом. У першу чергу розберемося з асимп-
тотичною моделлю електрично вузьких стрічок, 
для якої існує аналітичний розв’язок для випад-
ку розсіювання однією стрічкою [22].

3. Вузькострічкова 
слабонаповнена ДФСҐ
У процесі побудови СПМ параметр α суттєво 
зменшується (не менше ніж удвічі) у результаті 
переходу від однієї стадії створення до наступ-
ної. Починаючи з певної стадії побудови СПМ, 
цей параметр можна вважати настільки малим, 
наскільки це потрібно. Таким чином, можна вва-
жати, що асимптотична модель вузьких стрічок 
буде досить зручною для практичних застосу-
вань. Другим важливим чинником є відстань 
між окремими стрічками ґратки: вона повинна 
бути не малою, тобто стрічкова система має бути 
слабонаповненою, або розрідженою СҐ. Оскільки 
стадії побудови СПМ відбуваються шляхом замі-
щення сегментів суттєво зменшеними копіями 
утворювача, то достатньо накласти певну вимогу 
на відстань між сегментами початкового об’єкта: 
початковий геометричний параметр  має бути 
не малим, а коефіцієнт самоподібності c  4. Кла-

сична досконала множина СмітаКантора, для 
якої коефіцієнт самоподібності c  3, є за межа-
ми цього класу СПМ зі змінною РХ, що має бути 
меншою 0.5.

У даних припущеннях, застосовуючи асимп-
тотичні вирази для ядрових функцій (3), ви-
ділимо їх головні доданки: 0 ln( / 2 ),mmR i  

(1)
0 0 ( | |) / 2 ,m mR = H i    де (0) (0),m mx x     

ln   C — стала Ейлера. Ураховуючи головне на-
ближення правих частин системи особливих ІР 
(2), приходимо до найпростішої системи ІР з ло-
гарифмічною особливістю:

1
01

2
0 01

( ) ln| |

( ),

1, 1,...,2 .

n

m mm
n

j t t dt +

j R f



 





 







 

 




  (4)

Тут маємо невідомий інтеграл 
1

0 01
( ) ,m mj j t dt


   

який знаходимо, користуючись формулою обер-
нення Карлемана для особливого ІР з найпрості-
шим логарифмічним різницевим ядром, як це 
зроблено у випадку однієї стрічки [22]. У резуль-
таті отримаємо просту систему лінійних алге-
браїчних рівнянь, що має таку форму:

2
0 0 01

ln2 ( ), 1,...,2 .
n

n
m mm

j R j f 


         (5)

Це нова коректна асимптотична модель роз-
сіювання Е-поляризованої хвилі плоскою сла-
бонаповненою ДФСҐ з імпедансом. Шукані 
функції, що є вихідними функціями цієї асимп-
тотичної моделі вузьких стрічок, мають вигляд: 

2
0 0( ) ( 1 ).m mj x j x   Отже, маємо розв’язок 

задачі розсіювання плоскої Е-поляризованої хви-
лі довільною провідною ДФСҐ з імпедансом у яв-
ному вигляді, що є важливою перевагою асимпто-
тичної моделі. Цей розв’язок задачі розсіювання 
дозволяє проводити досить широкі досліджен-
ня (у тому числі у резонансному частотному ді-
апазоні) та здійснювати важливі числові експе-
рименти. Основним недоліком довгохвильової 
математичної моделі розсіювання досить відда-
леними вузькими стрічками є те, що частотний 
діапазон може суттєво звузитись. Щоб отримати 
розв’язок задачі розсіювання у всьому діапазоні 
частот, можна застосувати два відомих та добре 
обґрунтованих прямих чисельних методи — ме-
ханічних квадратур та дискретних особливос-
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тей, які детально описані у монографіях [27, 28]. 
Також можна скористатися іншими підходами та 
сучасними методами, як це було, зокрема, при 
дослідженні подібних задач розсіювання ґратка-
ми з графенових стрічок [29—33].

Якщо ДФСҐ відповідає першій стадії створен-
ня ніде не щільної досконалої СПМ, то вузько-
стрічкова модель може бути впевнено застосова-
на у разі малої ширини стрічок відносно довжи-
ни хвилі, тобто перша умова є 2a  . Другою 
важливою умовою є те, що відстань між стрічка-
ми повинна бути у кілька разів більшою за шири-
ну кожної зі стрічок: початковий геометричний 
параметр  має бути не малим. Тоді розсіювання 
Е-поляризованої хвилі слабонаповненою вузько-
стрічковою ґраткою описується дуже простою 
системою двох лінійних алгебраїчних рівнянь:

10 1

220 1

( ) exp( )2 .1( ) exp( )
l h j iq

qh l j iq
  

  
                

  (6)

Тут для скорочення записів введено позначення: 
ln ,4l i


   (1)
0( ) (2 ).2h Hi


   Очевидно, що отри-

мана асимптотична модель розсіювання Е-поля-
ризованої хвилі слабонаповненою СҐ у випадку 
двох електрично вузьких стрічок є простою.

Якщо ж ДФСҐ відповідає другій стадії ство-
рення ніде не щільної досконалої СПМ зі змін-
ною РХ, маємо чотири стрічки, кожна з яких ви-
значається геометричним параметром /a c  (тут 
коефіцієнт самоподібності 1 2).c      Роз-
сіювання Е-поляризованої хвилі цією СҐ опису-
ється системою чотирьох алгебраїчних рівнянь, 
матриця якої симетрична і має такий вигляд:

( / ) ( ) ( (1 1 / ))
( / ) ( (1 1 / )) ( )

.
( ) ( (1 1 / )) ( / )

( (1 1 / )) ( ) ( / )

l h c h h c
h c l h c h

A
h h c l h c

h c h h c l

   

   

   

   

 
 
 

 
    

У правій частині системи — чотири функції, 
які залежні, зокрема, від безрозмірного параме-
тра μ і мають подібний до системи (6) вигляд:

1

1

2 1

1

exp( (1 1 / ))
exp( (1 1 / ))2 .1 exp( (1 1 / ))
exp( (1 1 / ))

iq c
iq c

q iq c
iq c




 



 
 
 

   
     

  (8)

Це і буде найпростіша асимптотична модель 
розсіювання Е-поляризованої хвилі слабона-
повненою ДФСҐ з чотирьох електрично вузьких 
стрічок. Вона визначається звичайною системою 
з чотирьох лінійних алгебраїчних рівнянь з ма-
трицею (7) та правою частиною (8), дуже подіб-
ною до системи (6).

Зрозуміло, що наведені вище умови слабої 
наповненості (розрідженості) СҐ досить роз-
пливчасті, тому потрібно проводити чисельні 
експерименти і підкріплювати їх певними дослі-
дженнями інтегральних характеристик. Розгля-
немо розсіяне електромагнітне поле у дальній 
зоні, щоб знайти важливу інтегральну характе-
ристику розсіювання СҐ — діаграму розсіювання.

4. Діаграми розсіювання 
плоских СҐ 
Коли визначені вихідні змінні певної математич-
ної моделі, пов’язані з розподілом густини по-
верхневих струмів на провідних стрічках, варто 
визначити важливі характеристики розсіюван-
ня хвилі ДФСҐ. Основною інтегральною харак-
теристикою розсіювання вважається діаграма 
розсіювання даного розсіювача, яка пов’язана з 
розсіяним електромагнітним полем досить дале-
ко від нього. Якщо розсіюється Е-поляризована 
хвиля, електромагнітне поле навколо розсіювача 
можна подати таким чином:

(1)
0( , ) ( ) 1 ( ) .s

S

ix z x H kR dxk z


 



       (9)

Тут основною функцією є (x), яка визначає скла-
дову густини поверхневого електричного струму, 

що протікає паралельно до країв стрічок. Розсі-
яне електромагнітне поле у дальній зоні зручно 
розглядати у полярній системі координат, тобто 
замість абсциси та аплікати використати вира-
зи cosx r   та sinz r  . На достатній відста-
ні від системи провідних стрічок з імпедансом, 
тобто за умови 2 2 1r x z    для розсіяно-
го електромагнітного поля слід скористатись 

(7)
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асимптотичними зображеннями функції Ганке-
ля першого роду та її похідної [20]:

(1)
0

(1)
0

2( ) exp( cos ),

( )

2sin exp( cos ).

ikr

ikr

eH kR ikxi kr

H kRz
eik ikxi kr




 





  



  
  

(10)

Тоді на достатній відстані від ґратки, ско-
риставшись формулами (9) та (10), отримаємо 
асимптотичний вираз 

2( , ) (1 sin )

( )exp[ cos ] ,

ikr
p

S

er i kr
x ikx dx

   


 

  

      (11)

який визначає розсіяне електромагнітне поле 
в дальній зоні. Основна функція (x) визна-
чає густину поверхневого електричного струму 
на стрічках, який виник як результат взаємодії 
електромагнітної хвилі з вільними електронами 
провідних стрічок.

Якщо множник ,ikre kr  що залежить від від-
стані до розсіювача, відкинути, то залишиться 
вираз, який характеризує розподіл поля в даль-
ній зоні в залежності від полярного кута. Позна-
чимо його як ( ),A   тоді з (11) отримаємо 

1
2 ˆ( ) (1 sin ) ( cos ),

M
mm

A k
i

    


  
 

(12)

де 
1ˆ ( ) ( )exp( ) .
2 m

m S
y x ix y dx 


   

 
(13)

Виділимо дробовий множник, що пов’язаний 
з імпеданс-параметром і залежний від нього та 

полярного кута, 
2

1 sin( , ) .1g q
 

 





 Тоді мож-

на вираз (12) записати як 0( ) ( , ) ( ),A g A     

де 0 01
2 ˆ( ) ( cos ),

M
mm

A k
i

  


   в якому згід-

но з (13) 0 0ˆ ˆ( ) ( ) .m my y     Це суттєво спро-
щує проведення чисельних експериментів, бо 
можна використовувати розрахункові алгорит-
ми для випадку ідеальної провідності матеріалу 
стрічок. Потім, користуючись досить простою 
раціональною функцією g(), можна змінювати 
імпеданс-параметр і спростити проведення екс-

периментів. У загальному випадку для визначен-
ня ( )A   потрібно розв’язати систему особливих 
ІР першого роду (1).

У випадку слабонаповненої СҐ, що відповідає 
першій стадії побудови ніде не щільної доско-
налої СПМ зі змінною розмірністю, отримаємо 
зручний для проведення досліджень та чисель-
них експериментів вираз

cos cos
0 10 20( ) 2 ,i iA j e j e        (14)

де сталі 0mj  визначаються з системи (6).
Для випадку слабонаповненої СҐ, що відпо-

відає другій стадії побудови ніде не щільної до-
сконалої СПМ зі змінною розмірністю, виникає 
дещо складніший вираз:

0
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10 20
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 (15)

Тут параметр с позначає введений вище коефіці-
єнт самоподібності, а 0mj  є розв’язками системи 
рівнянь (5), що складається з чотирьох лінійних 
алгебраїчних рівнянь, головна матриця якої має 
вигляд виразу (7), а права частина — виразу (8).

Зрозуміло, що наведені вище умови слабої на-
повненості СҐ та електричної вузькості її стрічок 
досить розпливчасті, тому проведемо чисельні 
експерименти. Вони, зокрема, мають продемон-
струвати фрактальні властивості діаграм роз-
сіювання Е-поляризованої хвилі різними типа-
ми ДФСҐ зі слабим наповненням їх провідними 
стрічками з імпедансом.

5. Чисельні експерименти 
з вузькострічковими 
слабонаповненими ДФСҐ 
Графіки залежності функції | ( )A  | від полярно-
го кута будуть далі досліджуватись у чисельному 
експерименті для двох різних значень безрозмір-
ного імпеданс-параметра. Для  випадку, коли цей 
імпеданс-параметр 0,   графіки функції | ( )A  | 
будуть зображені пунктиром, а для (1 ) 4i    — 
чорною та сірою суцільними лініями.

Для першого випадку ДФСҐ маємо такі по-
чаткові геометричні параметри: 16   і 

7 16,   які, згідно з ka   та ,kb   ціл-
ком визначають поперечний переріз ДФСҐ (див.
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рис. 2). Вони свідчать про те, що поперечний 
переріз СҐ дорівнює половині довжини плоскої 
Е-поляризованої електромагнітної хвилі (), 
яка розсіюється системою провідних стрічок: 
2( ) 2.b a    Варто зазначити, що коли ДФСҐ 
відповідає першій стадії створення ніде не щіль-
ної досконалої СПМ (М  2), то вузькострічкова 
модель може бути впевнено застосована, бо ши-
рина стрічок 2 16,a   і вони рознесені майже 
на половину довжини хвилі. Графіки залежності 
функції | ( )A  | для трьох різних значень кута на-
бігання хвилі (/2, /3, /6) та імпеданс-пара-
метра (1 ) 4i    за умови r/  0.25 і РХ  1/3 
зображено на рис. 3 чорною суцільною лінією. 
Розрахунок здійснювався за допомогою виразу 
(14) та вихідних змінних асимптотичної вузько-
стрічкової моделі (6). Очевидне суттєве зростан-
ня величини функції | ( )A  | у напрямку, звідки 
набігає плоска електромагнітна хвиля, що не су-
перечить очікуванням, завдяки імпедансу. 

Коли СҐ відповідає другій стадії створення 
СПМ з розмірністю Хаусдорфа РХ  1/3, то вузь-
кострічкова модель вже може бути застосована. 
У цьому випадку ДФСҐ складається з чотирьох 
стрічок, кожна з яких має ширину 1/128 від дов-
жини хвилі. Ці достатньо вузькі стрічки утворю-
ють дві пари ґраток з двох стрічок: дві підґрат-
ки, рознесені майже на половину довжини хвилі. 
У кожної з підґраток вузькі стрічки рознесені на 

3/32 довжини хвилі: 3/32  1/128. Тобто ДФСҐ 
можна вважати слабонаповненою вузькостріч-
ковою системою з чотирьох провідних стрічок. 
Графіки залежності функції | ( )A  | для тих же 
трьох різних значень кута набігання хвилі та ім-
педанс-параметра ( )A   зображено на рис. 3 сі-
рою суцільною лінією. Розрахунок здійснював-
ся за допомогою виразу (15) та вихідних змінних 
асимптотичної вузькострічкової моделі, що є 
розв’язками системи з чотирьох лінійних алге-
браїчних рівнянь, головна матриця якої має ви-
гляд виразу (7), а права частина — виразу (8). Для 
значень імпеданс-параметра 0   (стрічки є 
ідеально провідними) графіки, що визначаються 
виразом (15), зображені пунктиром і є симетрич-
ними відносно полярної осі. Варто зазначити 
про повне узгодження за формою діаграм розсі-
ювання для ДФСҐ обох стадій створення СПМ 
(М  2, М  4). Це свідчить про певну фракталь-
ну інваріантність даної характеристики розсію-
вання, що може знайти практичне застосування. 
Маємо суттєву залежність діаграми розсіювання 
електромагнітного поля від кута, під яким набі-
гає хвиля. Також суттєва залежність її і від на-
прямку, звідки набігає Е-поляризована хвиля. 
Якщо хвиля набігає знизу, то донизу, назустріч 
набіганню хвилі, розсіяне поле інтенсивніше.

Слід пояснити, чому сірі графіки за розміром 
є меншими, ніж чорні. Це пов’язано з тим, що 

Рис. 3. Графіки функції |A()| для ґратки з двох стрічок шириною /16 і відстанню між 
ними /2 для трьох значень кута набігання хвилі (a — /2, б —  /3, в — /6)
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чотири стрічки ДФСҐ, яка відповідає другій ста-
дії створення СПМ, за площею поверхні провід-
ників значно менші, ніж дві стрічки ДФСҐ, яка 
відповідає першій стадії. На більшій поверхні, 
де відбулася взаємодія хвилі з вільними елек-
тронами провідних стрічок, виник і більший по-
верхневий електричний струм, що зумовив роз-
сіяне поле.

Для другого випадку ДФСҐ початкові геоме-
тричні параметри ( 8   і 7 8)   свідчать 
про те, що поперечний переріз СҐ дорівнює дов-
жині хвилі, яка розсіюється системою провід-
них стрічок: 2( ) .b a    Якщо ДФСҐ відповідає 
першій стадії створення СПМ, то вузькостріч-

кова модель може бути застосована з певним за-
стереженням, бо ширина стрічок 2 8.a   Ці не- 
достатньо вузькі стрічки рознесені на три чверті 
довжини хвилі. Якщо ж СҐ відповідає другій ста-
дії створення СПМ, то вузькострічкова модель 
може застосовуватись цілком впевнено. У цьо-
му випадку ДФСҐ складається з чотирьох стрі-
чок, кожна з яких має ширину 1/64 від довжини 
хвилі. Ці достатньо електрично вузькі стрічки 
утворюють дві пари ґраток з двох стрічок: дві 
підґратки, рознесені на три чверті довжини хви-
лі. У кожній з підґраток вузькі стрічки рознесені 
на 3/32 довжини хвилі, тобто ДФСҐ можна вва-
жати, хоч і не зовсім впевнено, слабонаповненою 

Рис. 4. Графіки функції |A()| для ґратки з чотирьох стрічок (М  4) шириною /128 і від-
станню між ними 3/32, які формують дві підґратки з відстанню між ними /2, для трьох 
значень кута набігання хвилі (a — /2, б — /3, в — /6)

Рис. 5. Графіки функції |A()| для ґраток з двох стрічок (М  2) шириною /8 і відстанню 
між ними 7/4 та чотирьох стрічок (М  4) з шириною /128, які формують дві підґратки з 
відстанню між ними 7/4, для трьох значень кута набігання хвилі (a — /2, б — /3, в — /6)
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вузькострічковою системою провідних стрічок. 
Графіки залежності функції | ( )A  | для трьох різ-
них значень кута набігання хвилі (/2, /3, /6) 
та імпеданс-параметра (1 ) 4i    зображені на 
рис. 4 чорною та сірою суцільними лініями, а для 
значень 0   — пунктиром. Як і у попередньому 
випадку, має місце цілковите узгодження діа-
грам розсіювання електромагнітного поля для 
обох стадій створення СПМ, що свідчить про 
фрактальну інваріантність даної характеристики 
розсіювання.

Щоб бути впевненим, що ДФСҐ є слабона-
повненою вузькострічковою системою провід-
них стрічок, збільшимо відстань між стрічками. 
Покладемо, що початкові геометричні пара-
метри   /8 і   15/8. Це означає, що попе-
речний переріз СҐ дорівнює двом довжинам 
плоскої Е-поляризованої електромагнітної хви-
лі, яка розсіюється системою провідних стрічок. 
Як і у попередній ситуації, коли система провід-
них стрічок відповідає першій стадії створення 
СПМ (М  2), вузькострічкова модель може бути 
застосована з більшою впевненістю. Хоча, як і в 
попередньому випадку, ширина стрічок 2a  /8 
та стрічки рознесені на 7/4 довжини хвилі. Якщо 
ж СҐ відповідає другій стадії створення СПМ 
(М  4), то вузькострічкова модель може засто-
совуватись ще більш впевнено. У цьому випад-
ку ДФСҐ складається з чотирьох стрічок, кож-
на з яких має ширину 1/128 від довжини хвилі. 
Ці достатньо мініатюрні стрічки утворюють дві 
пари з двох стрічок — дві підґратки, рознесені на 
7/4 довжини хвилі. Графіки залежності функції 
| ( )A  | для трьох різних значень кута набігання 
хвилі та імпеданс-параметра (1 ) 4i    за умо-
ви r/  0.25 та РХ  1/4 зображені чорною та сі-
рою суцільними лініями на рис. 5.

Як і у попередніх випадках, має місце цілкови-
те узгодження діаграм розсіювання електромаг-
нітного поля для обох стадій створення СПМ, 
що свідчить про певну фрактальну інваріант-
ність даної характеристики розсіювання.

Висновки 
На основі строгої теорії розсіяння плоских елек-
тромагнітних хвиль дофрактальними системами 
стрічок з імпедансом проведено дослідження діа-
грам розсіювання різних ґраток. Виконано де-
тальний аналіз процесу створення самоподіб-
них досконалих множин зі змінною дробовою 
розмірністю, які є основою математичного впо-
рядкування стрічкових систем. Наведено основ-
ну математичну модель процесу взаємодії Е-по-
ляризованої електромагнітної хвилі з системою 
провідних стрічок з імпедансом у площині. Де-
тально розглянуто асимптотичну модель слабо-
наповнених стрічкових ґраток, що значно спро-
щує задачу розсіювання Е-поляризованої хвилі 
ДФСҐ. Запропонована асимптотична модель є 
зручною, зокрема, при дослідженні основних ха-
рактеристик розсіювання Е-поляризованої хви-
лі ґратками. Проведено дослідження розсіяного 
електромагнітного поля у дальній зоні та знай-
дено важливі інтегральні характеристики розсі-
ювання — діаграми розсіювання хвилі різними 
ґратками. Розроблено алгоритми обчислення ос-
новних характеристик розсіювання слабонапов-
нених стрічкових ґраток. Проведено чисельні 
експерименти порівняння діаграм розсіювання 
хвилі різними типами ДФСҐ з метою виявлення 
специфічних особливостей розробленої асимп-
тотичної моделі розсіювання Е-поляризованої 
хвилі ДФСҐ.
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MATHEMATICAL MODELS OF E-POLARIZED 
ELECTROMAGNETIC PLANE WAVE SCATTERING 
FROM PRE-FRACTAL CONDUCTING STRIP GRATINGS

Subject and Purpose. Th e scattering of an E-polarized electromagnetic plane wave by pre-fractal conducting impedance 
strip gratings is addressed. To order strip systems mathematically, the simplest class of self-similar perfect sets with variable 
fractional dimension is introduced. Th e considered asymptotic model of sparse-fi lling strip gratings considerably simplifi es 
the scattering problem and enables eff ective investigation of basic characteristics of E-polarized wave scattering by conducting 
strip gratings, including radiation patterns.

Methods and Methodology. Mathematical models of the E-polarized plane wave scattering from conducting strip gratings 
are derived using classical approaches (the integral equation technique and Rayleigh’s method) and their modifi cations. Th e 
basic full-wave mathematical model of E-polarized electromagnetic plane-wave scattering by conducting strip gratings re-
duces to a fi rst-kind integral equation system that is solved numerically. Th e scattered far fi eld is explored and yields essential 
integral characteristics of strip-grating scattering. 

Results. Mathematical models have been developed to study the scattering of an E-polarized electromagnetic plane wave 
from pre-fractal sparse strip gratings. Th ese asymptotic models have proven eff ective for both determining output variables 
and examining key scattering characteristics. Important integral characteristics, such as radiation patterns, have been obtained 
and permit examining the fractal attributes of pre-fractal conducting impedance strip gratings. 

Conclusions. Th e presented mathematical models of the E-polarized electromagnetic plane wave scattering from pre-frac-
tal strip gratings are effi  cient for determining output variables and examining fundamental scattering characteristics, such as 
radiation patterns, thereby laying the foundation for extensive investigation into the fractal attributes of key scattering charac-
teristics of pre-fractal impedance strip gratings interrogated by a plane E-polarized wave. 

Keywords: wave scattering modelling, perfect sets, pre-fractal gratings, asymptotic models.


