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Для случая обратного рассеяния волн статистически неровной поверхностью найдены асим-
птотики двукратных интегралов от быстроосциллирующих функций, определяющих временную
корреляционную функцию рассеянного поля. При угле скольжения много больше характерного
угла френелевской зоны в вычислениях используется метод стационарной фазы. Полученное
решение допускает предельные переходы к значениям физических параметров, отвечающих
“большой” и “малой” площадкам. Для угла скольжения много меньше френелевского определено
комбинированное решение – методом стационарной фазы по переменному азимутальному углу
и приближением дифракции Фраунгофера по радиальной переменной. Расчеты позволяют уста-
новить связь с решениями, основанными на эвристических упрощающих гипотезах.

1. Введение

Как показали исследования [1-4], гипотеза,
существенно упрощающая вычисления корре-
ляционной функции рассеянного поля ([5],
c.149; [6], c.106), приводит к физически невер-
ному результату для “малой” рассеивающей
площадки. Согласно этой упрощающей гипо-
тезе при определенных условиях можно огра-
ничиться линейными членами разложения
фазы подынтегрального выражения в ряд по
степеням разности координат двух рассеива-
ющих точек поверхности независимо от сте-
пени кривизны фазовой поверхности в преде-
лах области интегрирования.

В связи с этим становится актуальным про-
ведение расчетов, свободных от подобного рода
предположений. Итогом таких расчетов яв-
ляются более обоснованные результаты как для
“большой” так и для “малой” площадок, кото-
рые получаются предельными переходами
к граничным значениям соответствующего фи-
зического параметра в полученном решении
задачи. К тому же представляется возмож-
ность с более общих позиций оценить досто-

верность результатов, основанных на вышеупо-
мянутой гипотезе. Заметим, что особое внима-
ние к изучению частного случая обратного
рассеяния продиктовано не только значитель-
ным уменьшением числа свободных парамет-
ров задачи за счет совмещения точки наблю-
дения с источником. В этом случае в полярной
системе координат существенно упрощается
применение метода стационарной фазы для дву-
кратных интегралов от быстроосциллирующих
функций (БОИ). Соответствие постановки за-
дачи обратного рассеяния условиям однопози-
ционной локации статистически неровной по-
верхности служит причиной постоянного и нео-
слабевающего внимания к ее исследованию.

2. Интегральное представление
корреляционной функции ( )B ττττ
и частотного спектра ( )S ωωωω

рассеянного поля

Если не вводить в качестве новых пере-
менных разности координат двух рассеиваю-
щих точек поверхности S, то временную кор-
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реляционную функцию ( )B τ  рассеянного поля
при зависимости от времени в виде 0~ i te ω

можно представить в виде

*
1 1( ) ( ) ( ),B B Bτ = τ + τ (1)

где “*” – знак комплексного сопряжения, а

0 1 12 [ ( )]2
1 1 1 1 1( ) d ( ) ( ) ,j j

j
j

B W f e
∞

− ω + ω χ τ

=±−∞

τ = χ χ χ∑∫ ∫
(2)

1 1( )2
1 1 1 2 1 1( ) d ( ; ) ,i r

S

f r f r e Φχ = χ∫∫ (3)

12 01 1
2 1 1 2

01

( )( ; ) ,
42 2

J Jf r
R
χσχ =

π
(4)

1 01 1 1( ) 2 .r kR rΦ = + χ (5)

В этих формулах k – волновое число;
01 01 1 0( , )R r z z= −  – вектор, соединяющий точ-

ку рассеяния 1 1( , 0)r z =  на средней поверх-
ности 1 1( , ) 0z r t= ζ =  с точкой источника
0 0 0( , )R r z=  (она же точка наблюдения);
2 2σ = ζ  – дисперсия случайных неровнос-

тей; 1( )W± χ  – несимметричный энергетичес-
кий спектр волновых чисел [7] (пространст-
венный спектр неровностей), а 1 1 1( )ω = ω χ  –
частота случайных колебаний поверхности,
отвечающая волновому вектору 1.χ  Множи-
тели 01 1( )J χ  и 12 ,J  учитывающие влияние
отражательных свойств поверхности на трас-
се 01R  для среднего поля и на трассе 12 01R R= −
(в рассматриваемом случае) для рассеян-
ного поля соответственно, записываются в
виде [1, 2]:

( ) 2 2
01 1 01 1 01 1( ) ; zJ J R k k⊥⎡ ⎤χ ≡ χ = − α χ + α ×⎣ ⎦

2
01 0 01(1 ) (1 )zV k V× + + α η − +

2 2 2
1 0 01 01(1 ) ,z zk k k V W⊥⎡ ⎤+ − α χ + α + α η −⎣ ⎦ (6)

( )12 12 12 12 12 12(1 ) (1 ) ,J J R V V W≡ = + + − (7)

где 01 12,V V  – эффективные коэффициенты
отражения, а 01 12,W W  – множители ослаб-
ления для вышеуказанных трасс 01R  и 12R
соответственно; 0η  – импеданс поверхности;

0 01 ;z z Rα =  01 01 ,r R⊥α =  01 1 0 ,r r r= −  а век-
тор 0r  выбран равным нулю, 0 0.r =  Поле слу-
чайных неровностей 1( , )r tζ  предполагается
стационарным и однородным.

Проведем преобразование Фурье корреля-
ционной функции и получим частотный спектр
рассеянного поля

22
1 1 1 1

1( ) ( ) d d ( ) ( )
2

i
jS B e W f

∞ ∞
ωτ

−∞ −∞

ω = τ τ = χ χ χ ×
π ∫ ∫ ∫

( )0 1 1( ) ,j×δ ω−ω − ω χ (8)

0sign( ).j = ω−ω

Поскольку средняя интенсивность рас-
сеянного поля 1(0) 2 (0),B B≡  величину

2
1 1 12 ( ) ( )j

j
W f

=±
χ χ∑  естественно назвать пар-

циальной составляющей средней интенсив-
ности поля, рассеянного спектральной фурье-
компонентой случайных неровностей с волно-
вым вектором 1.χ

Спектр 1( )jW χ  является заданной величи-
ной, а определение 1 1( )f χ  согласно (3) сво-
дится к вычислению БОИ, для асимптотичес-
кой оценки которого можно применить метод
стационарной фазы [8].

3. Асимптотическая оценка 1 1( )f χχχχ

Как известно [8-10], асимптотика БОИ
является суммой вкладов каждой критичес-
кой точки, а именно: стационарных точек фа-
зовой функции 1( )rΦ  внутри рассеивающей
области S; особых точек предэкспоненциаль-
ного множителя 2 1 1( ; );f r χ  критических точек
на границе области S, угловых точек контура
границы и т. п.



А. С. Брюховецкий

410 Радиофизика и радиоастрономия, 2010, т. 15, №4

Показатель отрицательной степени боль-
шого параметра задачи в главном члене асим-
птотики определяется типом критической точ-
ки [8-10]. При этом простое сложение вкладов
отдельных критических точек становится за-
ведомо неверным, когда в результате измене-
ния внешних параметров, определяющих по-
ложение этих точек, последние в достаточной
мере сближаются и даже сливаются. В этом
случае необходимо построение более слож-
ных асимптотик, равномерных в окрестности
таких точек.

Конкретно для интеграла (3) внешними
параметрами являются координаты источни-
ка 0 01 0( , )R r z=  и волновой вектор 1χ  простран-
ственного спектра неровностей. Особенности
у функции 2 1 1( ; )f r χ  отсутствуют. Критичес-
кими могут быть стационарные точки фазы

1( )rΦ  с произвольным расположением отно-
сительно границы области S и возможные
угловые точки контура границы.

Для двумерного интеграла, каковым яв-
ляется интеграл (3), вопросы построения тре-
буемых асимптотик рассматривались в [11, 12],
где показано, что вклад в асимптотику от
угловых точек описывается специальной
функцией двух переменных – обобщенным
интегралом Френеля. Детальное описание
асимптотики интеграла (3), включая и вклад
от угловых точек, является практически не-
преодолимым препятствием для последую-
щих аналитических вычислений интеграла (2)
после подстановки в него асимптотики (3).
Поэтому представляется вполне оправдан-
ным пренебрежение вкладом конечного чис-
ла угловых точек по сравнению с вкладом
двумерного бесконечного множества осталь-
ных критических точек. Именно это допуще-
ние было использовано в работах [3, 4]. Было
показано, что в силу малости площади погра-
ничной окрестности по сравнению с общей
площадью S в случае “большой” площадки
вкладом даже обычных пограничных [13, 14]
(не угловых) точек в асимптотику (3) можно
пренебречь.

Для “малой” площадки все критические
точки (внутренние и пограничные) находятся
на расстоянии меньшем, чем зона формирова-

ния для каждой из них соответствующего асим-
птотического значения интеграла. Справедли-
вость пренебрежения угловыми точками и в
этой ситуации мы покажем путем сравнения
с результатами расчетов в приближении диф-
ракции Фраунгофера.

4. Вычисление 1 1( )f χχχχ

Стационарная точка 1sr  фазы (5) опреде-
ляется условием

1
1

d 0 2 ,
d s

s

k
r ⊥

⎛ ⎞Φ = = α + χ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(9)

где ( )1 01 ,s sr R⊥α =  а 2 2
01 1 0( ) .s sR r z= +  Здесь

и далее нижним индексом “s” помечены зна-
чения величин в стационарной точке 1 .sr  Если

01,⊥ϕ θ  – сферические углы вектора 01,R  то
их стационарные значения согласно (9) опре-
деляются из условий:

1 ,s⊥ϕ = ϕ ± π (10)

2
01 1 0sin 2 0.s s k⊥α = θ = χ ≡ ξ > (11)

Здесь 1ϕ  – азимутальный угол вектора 1χ  в
плоскости 0.z =  В дальнейшем для краткости
будем писать ,sϕ  ,sθ  ,sr  sR  вместо ,s⊥ϕ
01 ,sθ  1 ,sr  01 .sR
Из условия (11) получаем

( ) 4
0 01 01 cos .zs ssz Rα = = − ξ = θ (12)

Условия (11) и (12) означают, что случайные
“решетки” (фурье-компоненты разложения

1( , ))r tζ   с 1 2kχ >  находятся в “каустической”
тени ( sθ  – комплексные величины!). Для
1 2kχ ≤  случайные “решетки” находятся в “ос-

вещенной” зоне, если ,sϕ  sθ  отвечают положе-
нию точки sr  в пределах рассеивающей пло-
щадки S, и – в зоне “геометрической” тени,
если sr  располагается за пределами области S.
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При этом

0 cos ,s sR z= θ
(13)

0 tg sin .s s s sr z R= θ ≡ θ

Рассмотрим вычисление интеграла (3) для
случая, когда S – площадь кругового сектора

,l u⊥ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ  1 .l ur r r≤ ≤  Независимость пре-
делов интегрирования по одной из перемен-
ных от другой упрощает процедуру последо-
вательного интегрирования. В полярной сис-
теме координат фаза (5) выглядит следующим
образом:

1 01 1 1 1( ) 2 cos( ),r kR r ⊥Φ = + χ ϕ −ϕ (14)

а условия стационарности (9) –

1 1
d sin( ) 0.
d s s

s

r
⊥

⎛ ⎞Φ = χ ϕ −ϕ =⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠
(15)

1 1
1

d 2 cos( ) 0.
d s s

s

k
r ⊥

⎛ ⎞Φ = α + χ ϕ −ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

(16)

Элементы матрицы Гесса для фазы 1( )rΦ
имеют вид:

2

12 0,s
s

r
⊥

⎛ ⎞∂ Φ = χ >⎜ ⎟∂ϕ⎝ ⎠
(17)

2

1 1
1

sin( ) 0,s
s

r⊥

⎛ ⎞∂ Φ = χ ϕ −ϕ =⎜ ⎟∂ϕ ∂⎝ ⎠
(18)

2
2

2
1

2 0.zs
ss

k
Rr

⎛ ⎞∂ Φ = α ≥⎜ ⎟∂⎝ ⎠
(19)

Диагональность матрицы Гесса при 0zsα ≠
позволяет без излишних дополнительных

преобразований разделить асимптотическое
интегрирование по переменным 1ϕ  и 1.r

Перепишем (3) в виде

1 1 1 1( ) d ,
u

l

r

r

f r r Iϕχ = ∫ (20)

где

1( , )
2 1 1d ( , ; ) .

u

l

i rI f r e ⊥

ϕ
Φ ϕ

ϕ ⊥ ⊥
ϕ

= ϕ ϕ χ∫ (21)

Главный член асимптотики интеграла (21) (см.
Приложение) имеет вид:

2 1 1( , ; ) ,si
s sI e f r h QΦ

ϕ ϕ ϕ≈ ϕ χ Δ (22)

где

1 01 1 1( , ) 2 ,s sr kR rΦ = Φ ϕ = − χ (23)

4
1 12 ,i

sh e rπ
ϕ = χ (24)

а величина QϕΔ  определена в Приложении.
Подставив (22) в (20), получим

1( , )
1 1 1 3 1 1( ) d ( , ; ) ,

u

s

l

r
i r

r s
r

f I r f r e Φ ϕχ ≡ ≈ ϕ χ∫ (25)

где

3 1 1 1 2 1 1( , ; ) ( , ; ) .s s sf r r f r h Qϕ ϕϕ χ = ϕ χ Δ (26)

Дальнейший ход вычислений зависит от
значений угла места 01,θ  существенных для
рассеянного поля.



А. С. Брюховецкий

412 Радиофизика и радиоастрономия, 2010, т. 15, №4

5. Нескользящее рассеяние
1 2

01 01( 2 ( ) 1)kR −−−−π − θ

В этом случае удобно перейти от перемен-
ной 1r  к углу места 01θ  согласно (13), при этом

( ) ( )2
1 0 01 01 01 01 01d cos d cos d ,r z R= θ θ ≡ θ θ

(27)

а выражение (25) приобретает вид:

01( )
01 4 01d ( ) .

u

l

i
rI f e

θ
Φ θ

θ

= θ θ∫ (28)

Здесь использованы обозначения: ,l uθ =
, 0arctg( )l ur z  и

1
4 01 3 1 1

01

d( ) ( , ; )
d s
rf f rθ = ϕ χ
θ

(29)

с подстановкой 1 1 01( )r r= θ  согласно (13). Ана-
логичная подстановка в (23) приводит к выра-
жению

( )( )2
01 0 01 0 01( ) 2 cos 1 sin .kzΦ θ = θ −ξ θ (30)

Условие стационарности для (30),

( )( )2 2
0 0

01

d 2 cos sin 0,
d s s s

s

kz
⎛ ⎞Φ ′≡ Φ = θ θ − ξ =⎜ ⎟θ⎝ ⎠

(31)

приводит к полученному ранее другим путем
условию (11). Вторая производная в стацио-
нарной точке

2

02
01

d 2 cos 2 0.
d s s s

s

kz kR
⎛ ⎞Φ ′′≡ Φ = θ ≡ >⎜ ⎟θ⎝ ⎠

(32)

Главный член асимптотики интеграла (28) ра-
вен (см. Приложение)

( )1
1 2 1

01

d , ; .
d

si
r s s s s

s

rI e r f r h Q h QΦ
ϕ ϕ θ θ

⎛ ⎞
≈ ϕ χ Δ Δ⎜ ⎟θ⎝ ⎠

(33)

Здесь

22 ,s s zskRΦ = α (34)

4 ,i
s sh e kRπ
θ = (35)

величина sh ϕ  определена формулой (24) при
1 .sr r=
Таким образом, приняв во внимание (13)

и (27), для 2
1 1( )f χ  получим асимптотическое

выражение

22 4 2
1 1 2 1( ) tg ( , ; )s s s sf R f rχ = θ ϕ χ ×

2 2 .s sh Q h Qϕ ϕ θ θ× Δ Δ (36)

В предельных случаях “большой” и “ма-
лой” рассеивающих площадок можно восполь-
зоваться соответствующими выражениями
для QϕΔ  и QθΔ  (см. Приложение).

“Большая” площадка
( ),1 2 1 1 22( ) (sin ) 2( )− − −Δϕ θ Δθc c ckR kR

Здесь и далее индексом “с” помечены вели-
чины, относящиеся к центру площадки (более
детальные объяснения после вормул (41) и (48)).

 В освещенной зоне, 0 ,( ),s l s u< ϕ < Δϕ θ < θ < θ
имеем значения: 

2
,QϕΔ ≈ π  2 .QθΔ ≈ π  Учи-

тывая (13), (27), (34) и (35), получим

( )2 22
1 1 2 1( ) cos ( ; ) .s s sf R k f rχ ≈ π θ χ (37)

“Малая” площадка
( ),1 2 1 1 22( ) (sin ) 2( )− − −Δϕ θ Δθc c ckR kR

В этом случае для QϕΔ  следует взять
выражение (П17), а для QθΔ  – выражение
(П25). В итоге получим

( )
222 2 2

1 1
( )( ) tg cos

2
s c

s s
c s

rf R
R R

ϕ −ϕΔ Δϕχ = θ ×
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2 2
22

2 1 2 2

sin sincos ( ; ) ,
2

s c r
s

r

X Xf r
X X

ϕ

ϕ

θ +θ× χ (38)

где

( )1 2 sin( ) ,s s cX rϕ ≈ χ Δϕ ϕ −ϕ (39)

sin sin .r s cX k r≈ Δ θ − θ (40)

6. Скользящее рассеяние

,
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1 2 2

01 01
( )2 ( ) cos 1−−−− ΔΔΔΔπ − θ θc

c

k rkR
R

В этом случае фазу (23) в пределах рас-
сеивающей площадки можно представить ли-
нейным разложением по 1 ,cr r r′ = −  характер-
ным для зоны дифракции Фраунгофера:

( )2 2
1 1 1( , ) ( ) (2 ) ,s s c zc cr r kr R′ ′Φ ϕ = Φ + χ −χ +Ο α

(41)

где 2 2
0 1( ) 2, , 2c u l c c c cr r r R r z k ⊥= + = + χ = α ≡

2 ,c ckr R  0 ,zc cz Rα =  2 .c ckRΦ =
Имея ввиду высокочастотный характер

рассеяния ( 1)kr′  и отбросив члены
( )2~ ( ) (2 )zc ck r R′Ο α  в фазе (41), для интег-

рала (25) получим

1 1 3 1
sin( ) ( , ; ) .ci r

c s
r

Xf e rf r
X

Φχ ≈ Δ ϕ χ (42)

Здесь

u lr r rΔ = −      и     1 1( 2) .r cX r= Δ χ −χ (43)

Подстановка (26) в (42) приводит к резуль-
тату

2222 2
1 1 2 1 2

sin( ) ( ) ( , ; ) .rc c s s c
r

Xf r r f r h Q
Xϕ ϕχ ≈ Δ ϕ χ Δ

(44)

Нижний индекс “с” означает, что здесь
1 .cr r=
Возможны два предельных варианта раз-

меров площадки в азимутальном направлении.

( )1 2 12( ) (sin )c c“Большая” площадка kR − −Δϕ θ

Вычисления 
2
,sh Qϕ ϕΔ  аналогичные про-

веденным при получении (37), приводят к ре-
зультату

22 2
1 1 1 2 1( ) (2 )( ) ( , ; )c c sf r r f rχ ≈ π χ Δ ϕ χ ×

2

2
sin ,r

r

X
X

×       (0 ).s≤ ϕ ≤ Δϕ (45)

( )1 2 12( ) (sin )c c“Малая” площадка kR − −Δϕ θ
Подставив в (44) выражение (П17) для
,QϕΔ  получим

22 2
1 1 2 1( ) ( , ; )c sf S f rχ ≈ ϕ χ ×

2 2
2

2 2

sin sincos ,
2

s c r

r

X X
X X

ϕ

ϕ

ϕ −ϕ⎛ ⎞× ⎜ ⎟⎝ ⎠
(46)

где rX  задано соотношением (43), а .cS r r= ΔϕΔ

7. Вычисление 2
1 1( )f χχχχ

в приближении дифракции
Фраунгофера ( 1 2 12( ) (sin ) ,− −Δϕ θc chR

( ) )k 1 2 12 (cos )c cr R −−−−Δ θ

Если площадка S находится в зоне диф-
ракции Фраунгофера относительно источника
(наблюдателя), кривизна фазовой поверхности
в ее пределах мала и в разложении фазы по сте-
пеням координат точки рассеяния можно пре-
небречь квадратичными членами [15, 16]:

1 1 2( , ) ... .cr ⊥Φ ϕ ≈ Φ + Δ Φ + Δ Φ + (47)

Здесь

12 cos( ),c c c s ckR rΦ = − χ ϕ −ϕ    1( ),sϕ = ϕ − π  –
(48)
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фаза в центре площадки, которой соответствуют
01 1 01значения , , , , ... ;c c c cr r R R⊥θ = θ ϕ = ϕ = =

1 1 sin( ) ,c s c
c

r
⊥

⎛ ⎞∂Φ ′ ′Δ Φ ≡ ϕ = −χ ϕ −ϕ ϕ⎜ ⎟∂ϕ⎝ ⎠
(49)

2 1 1
1

cos( ) ,c s c
c

r r
r

⎛ ⎞∂Φ ′ ′Δ Φ ≡ = χ −χ ϕ −ϕ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

причем 1, , ,
2 2c cr r r⊥
Δϕ Δϕ′ ′ ′ϕ = ϕ −ϕ = − − ≤ ϕ ≤

,
2 2
r rrΔ Δ′− ≤ ≤  ,u lΔϕ = ϕ −ϕ  ,u lr r rΔ = −

1 2 .c ck ⊥χ = α
Ограничиваясь, как обычно, нулевым чле-

ном разложения предэкспоненциального мно-
жителя в формуле (20), в результате интегри-
рования получим

2 2
22 2

1 1 2 1 2 2

sin sin( ) ( , ; ) ,rc c
r

X Xf S f r
X X

ϕ

ϕ

χ ≈ ϕ χ

(50)

где

( )1 2 sin( ) ,c s cX rϕ = χ Δϕ ϕ −ϕ (51)

( ) 1 12 cos( ) ,r c s cX r= Δ χ −χ ϕ −ϕ (52)

.cS r r= ΔϕΔ

Оценка отброшенных квадратичных членов
в разложении фазы (47) приводит к требованиям:

12 ,zc cr R k−Δ α (53)

1 1 22 ( )c ckR
− −
⊥Δϕ α   или  ,c cr R kΔϕ

(54)

( )1
22 sin( ) .cc s c
rr
r

χ Δϕ ϕ −ϕ
Δ

(55)

Последнее требование накладывает ограни-
чение на рассматриваемые углы рассеяния
:sϕ  если левая часть (55) порядка ,mπ  то
2 1.crm
rπ Δ

Для таких углов можно в формуле (52)
положить cos( ) 1,s cϕ −ϕ ≅  и в результате су-
щественный вклад в величину (50) обеспе-

чивают значения 1 1 1
2 2~ .c r
π πδχ = χ −χ
Δ λ

Это дает основание пренебречь в (51) откло-
нением 1χ  от 1 .cχ  При таких допущениях по-
лучим:

( )1 2 sin( ) ,c c s cX rϕ ≈ χ Δϕ ϕ −ϕ (56)

1 1( 2) .r cX r≈ Δ χ −χ (57)

Для нескользящего рассеяния
1( 2, 2 )c kθ < π χ <  в области значений

10 2k≤ χ <  возможен переход от переменной
1χ  к углу sθ  согласно формуле 1 2 sin ,skχ = θ

при этом (57) приобретает вид (40).
Некоторые допущения о поведении функ-

ции 2
1 1( )f χ  на всей оси значений 10 ≤ χ < ∞

позволяют перейти к определению средней ин-
тенсивности (0)B  и частотного спектра ( )S ω
согласно формулам (1), (2) и (8).

8. Средняя интенсивность (0)B

Средняя интенсивность (0)B  и частотный
спектр ( )S ω  являются интегралами от поло-
жительно определенной функции 2

1 1 1( ) ( ),jf Wχ χ
а потому их значения зависят от степени взаим-
ного пересечения областей “локализации” каж-
дого из сомножителей в этом произведении.
Если исключить вариант очень узкополосного
спектра неровностей 1( ),jW χ  то результат ин-
тегрирования будет определяться областью
локализации 2

1 1( ) .f χ  Для “большой” площад-
ки это область значений 1,χ  для которых ста-
ционарные точки sr  лежат в “освещенной” зоне
(внутри S), для “малой” – это значения 1χ  вбли-
зи главных лепестков диаграммных множите-

лей 
2 2

2 2

sin sin .r
r

X X
X X

ϕ

ϕ
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При произвольных значениях внешних па-
раметров 1 01( , , , , ...)R rχ Δ Δϕ  задача опреде-
ления 2

1 1( )f χ  для всех 10 ≤ χ < ∞  является
практически невыполнимой. Поэтому ограни-
чимся ситуацией, когда область “локализации”

2
1 1( )f χ  удалена от концов интервала интегри-

рования 1(0 2k≤ χ <  в методе стационарной
фазы). При этом продолжение решения

2
1 1( )f χ  на весь интервал в силу его быстрого

убывания не будет существенно влиять на ве-
личину интеграла.

Рассмотрим случай не слишком малых уг-
лов скольжения 01 012 :ψ = π −θ  для “большой”
площадки 1 22 ( ) 1,u u ukR

−ψ = π −θ  а для
“малой” площадки 1 2( ) 1,c m k rψ > π Δ  где
~ 3 4.m −  Эти условия обеспечивают “лока-

лизацию” 2
1 1( )f χ  в области углов рассеяния

,sθ  где не нарушаются условия ограничения
главным членом асимптотического разложе-
ния в методе стационарной фазы. В первом
случае минимальный угол скольжения много
больше характерного угла рассеяния в зоне
тени, во втором – характерного угла лепестко-
вой структуры диаграммного множителя.

Поскольку 1(0) 0B >  – вещественная вели-
чина, в соответствии с (1) и (2) средняя интен-
сивность (0)B  равна

22
1 1 1 1 1(0) 2 (0) 4 d ( ) ( ).B B f W

∞

−∞

= = χ χ χ∫ ∫ (58)

Здесь [ ]1 1 1
1( ) ( ) ( )
2

W W W+ −χ = χ + χ  – симмет-

ричный пространственный спектр случайных
неровностей [7].

9. Нескользящее рассеяние

“Большая” площадка
( )1 2 1 1 22( ) (sin ) , 2( )− − −Δϕ θ Δθc c ckR kR

В “освещенной зоне”, (0 ),s< ϕ < Δϕ
,l s uθ < θ < θ  функция 2

1 1( )f χ  определена вы-
ражением (37), а в зоне тени быстро убывает
(см. Приложение). Напомним, что 1 ,sϕ = ϕ − π

1.sθ = θ  Пренебрегая вкладом стационарных
точек за пределами освещенной зоны, форму-
лу (58) можно записать в виде

2
1 1 1 1(0) 4 d d (2 ) sin cos

u

l

B k
θ π+Δϕ

θ π

≈ θ ϕ θ θ ×∫ ∫

2
1 1 1( ) ( ).f W× χ χ (59)

Перейдем от угловых координат 1 1,θ ϕ  век-
тора 1χ  к угловым координатам ,s sθ ϕ  вектора
sr  стационарной точки на поверхности S, введя
обозначение 1 12 ,s sk ⊥χ = − α ≡ −χ  что являет-
ся следствием соотношений 1sin sin ,sϕ = − ϕ

1cos cos .sϕ = − ϕ  В результате c учетом связи
(37) и (4) формула (59) принимает вид

22
2

12 01 12
14

( )
(0) d ( ).

8
ss s

s s
sS

J J
B r W

R

−χσ≈ −χ∫∫
(60)

Подчеркнем, что переход от представления
(0)B  в виде разложения (59) по функциям

волновых чисел 1χ  к разложению (60) по функ-
циям точек sr  рассеивающей поверхности S
является приближенным в силу сделанных
ранее оговорок. Интеграл (60) всегда можно
формально записать в виде произведения пло-
щади S на среднее значение подынтегральной
функции, поскольку последняя является поло-
жительно определенной.

К выражению (60) приводит и упомянутая
во введении “упрощающая” гипотеза (см. [6],
с. 105). Таким образом, применимость указан-
ной гипотезы ограничена условиями, при кото-
рых получена формула (60): размеры рассеи-
вающей площадки велики по сравнению с соот-
ветствующими френелевскими масштабами,
а 1( )W χ  достаточно плавная функция 1,χ
по крайней мере вблизи границы “свет–тень”.

“Малая” площадка
( )1 2 1 1 22( ) (sin ) , 2( )− − −Δϕ θ Δθc c ckR kR

При “нескользящем” рассеянии для углов
,s s c cδθ ≡ θ −θ < ψ  образующих первые

~ 3 4m −  лепестка диаграммного множителя
( )2 2sin ,r rX X   можно считать
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( ) ( )
2 2

2
2

cos ( ) 2
cos 1 O ,

2cos
s cs s s

s
c c s

R r
R r

θ +θ⎛ ⎞ δϕ ≈ + δθ⎜ ⎟ θ⎝ ⎠
(61)

что позволяет пренебречь разницей между
выражениями (38) для “малой” площадки
в методе стационарной фазы и (50) в прибли-
жении дифракции Фраунгофера. Имея в виду
быстрое убывание 2~ ( ) ,m −π  продолжим функ-
цию 2

1 1( )f χ  из (50) на весь интервал интегри-
рования 10 .≤ χ ≤ ∞  В итоге получим

2
2

1 1 1 1 1 1
0 0

(0) 4 d d ( ) ( ),B f W
∞ π

≈ χ χ ϕ χ χ∫ ∫ (62)

где 2
1 1( )f χ  определена формулой (50).

От переменной 1 sϕ ≡ ϕ + π  перейдем к пе-
ременной Xϕ  и получим

1 22
21

1
1

2d d d ,
2
c

c

r X X X
r

−

ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤χ Δϕ⎛ ⎞ϕ = − ≈⎢ ⎥⎜ ⎟ χ Δϕ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

поскольку 1 .
2
c cr rχ Δϕ Δϕ≈ π π

λ

Аналогичным образом от переменной 1χ
следует перейти к 1 1( 2)( ),r cX r= Δ χ −χ  при
этом 1

2d d .rXr
χ =

Δ
 В результате преобразова-

ний получим

2
2 1 1(0) 4 d d ( ; ) ( )r cB S X X f r W

∞ ∞

ϕ
−∞ −∞

≈ χ χ ×∫ ∫
2 2

2 2

sin sin ,r
r

X X
X X

ϕ

ϕ

× (63)

где 1χ  – неявная функция переменных ,rX
Xϕ  согласно сделанным заменам. Интегри-
рование ведется в бесконечных пределах
в силу быстрого убывания диаграммных мно-
жителей ([16], с. 430), 2~ ( )m −π  при ,Xϕ

~ .rX mπ  Функция 2
2 1( ; )cf r χ  остается при

этом практически постоянной (см. формулы
(4) и (7)). Если для таких ,Xϕ  rX  спектр

1( )W χ  также меняется слабо, то их можно
вынести за знак интеграла при 0Xϕ =  и 0,rX =
т. е. при 1 1 2 .c ck ⊥χ = −χ ≡ − α  Оставшийся двой-
ной интеграл сводится при этом к квадрату
однократного, значение которого равно π  (см.
[16], с. 431).

В этом случае получаем

222
12 01 1

14

( )
(0) ( ) .

8
cc c

c
c

J J
B W S

R

−χσ= −χ (64)

Как и для “большой” площадки, выраже-
ние (64) совпадает с выражением, которое дает
“упрощающая” гипотеза (см. [6], с. 94).
В данном случае условия ее применимости
определяются условием перехода от (62) к (64):
плавность изменения 1( )W χ при наличии
достаточного числа 3 4m ≈ −  осцилляций
на интервалах интегрирования.

Для площадки в переходной зоне результат
вычислений зависит от френелевских парамет-
ров (см. Приложение) и не может быть све-
ден к результатам “упрощающей” гипотезы.

10. Скользящее рассеяниe
( − 1 2

01 012 ( ) ,−−−−π θ kR

( )( ) )c
1 2cos 2 cr R k −−−−θ Δ

( )1 2 1 2( ) (sin )c c“Большая” площадка kR − −Δϕ θ
На практике такая ситуация имеет место

при радиолокационном зондировании морской
поверхности декаметровыми радиоволнами:
угловой размер Δϕ  в азимутальном направле-
нии формируется диаграммой направленности
локатора, продольный размер rΔ  в радиаль-
ном направлении – длительностью радиоим-
пульса, при этом угол падения 2.cθ ≈ π

Воспользовавшись выражением (45) для
2

1 1( ) ,f χ  получим

2
1(0) 8 ( ) dcB r r

π+Δϕ

π

≈ π Δ ϕ ×∫
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2
2

1 2 1 1 2
0

sind ( , ; ) ( ) .rc s
r

Xf r W
X

∞

× χ ϕ χ χ∫ (65)

Если при нескольких осцилляциях “диаг-

раммного” множителя 
2

2
sin r

r

X
X

 остальная

часть произведения в (65) практически не ме-
няется, ее можно вынести за знак интег-
рала, приравняв к значению в точке 1 1 .cχ = χ
Заменив переменную 1χ  на ,rX  приходим
к результату

2

(0) ,
8

B MSσ= (66)

где

22
12 01 1

14
0

( )1 d ( )sc c
s s

c

J J
M W

R

Δϕ −χ
= ϕ −χ
Δϕ ∫

означает усреднение по углу ,sϕ  причем 1sχ =
1 1 1( cos , sin ),c s c sχ ϕ χ ϕ 1 2 2 sin ,c c ck k⊥χ = α ≡ θ

1 .sϕ = ϕ − π

( 1 2 12( ) (sin ) ,c c“Малая” площадка kR − −Δϕ θ

)2 rΔ 1 2cos ( )( ) .c cR kθθθθ

Для функции 2
1 1( )f χ  следует взять фор-

мулу (46). Предположения, сделанные при
выводе (66), позволяют получить для интен-
сивности выражение

22
2 12 01 1

14

( )
(0) ( ) ,

8
cc c

c
c

J J
B W S

R

−χσ≈ −χ (67)

которое продолжает формулу (66) для “несколь-
зящего” рассеяния на углы падения 2.сθ ≈ π
Напомним, что 1 2 (2 sin cos ,с c c ck k⊥χ = α ≡ θ ϕ
2 sin sin ).c ck θ ϕ
Связь (66) и (67) с результатами “упро-

щающей” гипотезы такая же, как и у (60)
и (64).

11. Частотный спектр ( )S ωωωω

Для закона дисперсии 1 1( ) gω χ = χ  в фор-
муле (8) δ -функция равна

[ ] 1
1 1 1 1

2 2
( ) ( ),s

s
Br

k
j

χ
δ Δω− ω χ = δ χ −χ

ω
(68)

где 0 ,Δω = ω−ω  sign( ),j = Δω  2 ,Br gkω =  а
( )22

1 02 2s Brk kχ = ξ ≡ Δω ω  – нуль δ -функции.
В результате подстановки (68) в (8) и ин-

тегрирования по 1χ  получим

1
0

2 2
( ) ( ) s

Br

k
S S

χ
ω ≡ ω + Δω = ×

ω

2
2

1 1 1 1
0

d ( ) ( ).s j sf W
π

× ϕ χ χ∫ (69)

12. Нескользящее рассеяние

“Большая” площадка
Для частот Δω  волн, рассеянных стацио-

нарными точками ,sθ  далекими от границ
“свет–тень” ( uθ  и ),lθ  в формулу (69) сле-
дует подставить выражение (37) при 1 1 ,sχ = χ

1 ,sϕ = ϕ − π  1 .π < ϕ < π+ Δϕ  В результате по-
лучим

3 2 1 22

0 2( )
16

s s

Br zs

r RS σω + Δω ≈ ×
ω α

22
12 01 1

14
0

( )
d ( ).ss c

s j s
s

J J
W

R

Δϕ −χ
× ϕ −χ∫ (70)

Для частот, формируемых переходной областью
( ~s lθ θ  либо ~ )s uθ θ  для функций 2

1 1( )f χ
следует взять выражение, получающееся
из (36) после подстановки в него величины

2 ,QθΔ  определенной через интегралы Фре-
неля (см. формулу (П6)).
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“Малая” площадка
В этом случае подстановка (50) в (69) при-

водит к выражению

0( )S ω + Δω ≈

22
2 2

12 01 13
1 14

( )
d ( )

16
sc c

s
Br c

J Jk S W
R

π+Δϕ

π

χσ≈ ϕ χ ×
ω ∫

1 1

2 2

2 2

sin sin .
s

r

r

X X
X X

ϕ

ϕ χ =χ

⎛ ⎞
×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

(71)

Если в этом выражении диаграммные множи-
тели умножаются на достаточно медленно
меняющуюся функцию 1 ,sϕ = ϕ − π  возможны
дальнейшие упрощения, аналогичные (64),

2232
12 01 10

0 4

( )
( )

16
sc c

Br c

J Jk r
S

R

−χΔ ξσω + Δω ≈ ×
ω

2

1 2
sin( ) ,rs

r

XW S
X

× −χ (72)

где множитель 
2 2 22

0 0
2 22 2 2

0 0

sinsin

( )

cr

r c

k rX
X k r

Δ ξ − ξ
=

Δ ξ − ξ
 опи-

сывает форму спектра. В выражении для

01 1( )sJ −χ  можно положить 1 1s cχ = χ  в силу
плавной зависимости от 1 .sχ  В определенных
случаях это можно сделать и в выражении
для 1( ).sW −χ

13. Скользящее рассеяние

“Большая” площадка
Взяв для функции 2

1 1( )f χ  выражение (45),
получим

0( )S ω + Δω ≈

22
2

12 01 10
4

0

( )1 d
16

sc c
s

Br c

J Jk r
S

R

Δϕ −χΔ ξσ≈ ϕ ×
π ω Δϕ ∫

1 1

2

1 2
sin( ) .

s

r
s

r

XW S
X χ =χ

⎛ ⎞
× −χ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(73)

Для случая медленно меняющегося мно-

жителя при 
1 1

2

2
sin

s

r

r

X
X χ =χ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 его можно вынести

(при 0
1 1 )s cχ = χ  из под знака интеграла, в ре-

зультате чего формула (73) преобразуется
к виду

22 02 12 01 10
0 4

( )
( )

16
cc c

Br c

J Jk r
S

R

−χΔ ξσω + Δω ≈ ×
π ω

1 1

2
0
1 2

sin( ) ,
s

r
c

r

XW S
X χ =χ

⎛ ⎞
× −χ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(74)

где 0 2 2
1 0 0(2 sin cos , 2 sin sin ).c c c c ck kχ = ξ θ ϕ ξ θ ϕ

“Малая” площадка
Для 2

1 1( )f χ  следует взять выражение (46),
при 0sδϕ =  совпадающее с (50). В резуль-
тате получим продолжение выражения (73)
для “нескользящего” рассеяния на случай

( )1 2 .c ckRθ
Выражение (70) совпадает с результатами,

следующими из “упрощающей” гипотезы [4].
Для частот, формируемых стационарными
точками sθ  в переходной области ( ~s lθ θ
либо ~ ),s uθ θ  а также малой в радиальном
направлении площадкой применение упро-
щающей гипотезы ([6], с. 139, формула (2))
приводит к неправильному результату. Заклю-
чение авторов работы [6] на с.139 о том, что
“…малость рассеивающей площадки играет
роль частотного фильтра” (идеального), яв-
ляется следствием несовместимости малости
площадки с предположением о возможности
замены пределов интегрирования по разности
координат двух рассеивающих точек на бес-
конечные при малом радиусе корреляции слу-
чайных неровностей.

Спектр для “малой” в радиальном нап-
равлении площадки во многом определяется
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зависимостью диаграммного множителя
от частоты ,Δω  который при cΔω = Δω  имеет
максимум равный единице. Последующие
максимумы, равные [ ] 2( 1 2)m −+ π  при зна-
чениях аргумента 

1 1
( ) ( 1 2) ,

srX mχ =χ = + π  где
1, 2, ...,m = ± ±  чередуются с минимумами,

равными нулю при 
1 1

( ) .
srX mχ =χ = π  Ширина

главного лепестка ( 1)m = ±  определяется
из условия 

1 1
2( ) 2 ,

sr χ =χΧ = π  откуда

0 0 0
22 2 1.

2 sin 2 sinc
c ck r r

π λΔξ ≡ ξ − ξ = =
Δ θ Δ θ

(75)

Напомним, что 0 ,c c Brξ = Δω ω  2 ,Br gkω =

0 ,Brξ = Δω ω  0.Δω = ω−ω

14. Обсуждение результатов

Область применимости рассматриваемых
решений ограничивается условиями малости
отбрасываемых членов асимптотического
ряда по сравнению с оставленным главным.
В общем виде для однократного интеграла
условия установлены лишь для случая изоли-
рованных стационарных точек ([13], с. 474-475,
532-533), расположенных вдали от концов кон-
тура интегрирования. Главная трудность этих
оценок заключается в преобразовании степен-
ных рядов по переменной интегрирования
к рядам с “перевальной” переменной. Кроме
малости изменения предэкспоненциального
множителя, на характерном масштабе измене-
ния фазы ([13], с. 532-533, формулы (2), (6а),
(6б)) эти условия требуют, чтобы в малой ок-
рестности стационарной точки изменение фазы
обеспечивалось квадратичными членами раз-
ложения, т. е. чтобы величина s′′Φ  не была слиш-
ком малой ([13], с. 533, формула (6в)). Это осу-
ществимо лишь при отсутствии близко распо-
ложенных других стационарных точек и может
быть сформулировано в виде двух неравенств:

( ) ( )2 3(3) 1,s s
−′′Φ Φ (76)

( ) 2(4)1 1.
2 s s

−′′Φ Φ (77)

В интеграле (21) по переменной ⊥ϕ  соот-
ветствующие производные равны:

1 ,s sr′′Φ = χ           (3) 0,sΦ =           (4)
1 .s srΦ = −χ

При этом (76) выполняется всегда, а (77)
приводит к условию 2 1(4 ) ,s skR

−
⊥α  или

1 2sin (4 ) ,s skR
−θ  что при наклонном рас-

сеянии ( 0)sθ ≠  в волновой зоне ( 1)skR
достигается без труда.

В интеграле (25) по переменной 1r  имеем:

22 ,s zs sk R′′Φ = α

( )( )(3) 23 2 ,s s s zs sR k R⊥Φ = − α α

( ) ( )(4) 2 23 1 5 2 .s s s zs sR k R⊥
⎡ ⎤Φ = − − α α⎣ ⎦

При этом (76) и (77) приводят к требованию

2tg (2 9) ,s skRθ

или     1 22 (9 2 ) ~ ,s s s skR R−ψ ≡ π − θ λ

что для площадок с ~ sr RΔ  исключает
из рассмотрения малые углы скольжения
sψ  порядка характерного угла sRλ  френе-

левской зоны.
Для площадки с продольным размером

cr RΔ  углы скольжения ~ ( )c cR rψ Δ ×
1 2 1 2( ) ( )c ckR kR− −  являются границей, отде-

ляющей область значений ,cψ  при которых
можно использовать приближение дифракции
Фраунгофера, от области, где корректным
является метод стационарной фазы как для
дальней, так и для ближней зоны.

Заметим, что все производные ( )n
sΦ  по 1r

при 4,n >  как и производные при 2, 3, 4,n =
содержат множителем 2 0zsα →  при 0 0.z →
Это свидетельствует об одномерной фокуси-
ровке [8], являющейся следствием принятой



А. С. Брюховецкий

420 Радиофизика и радиоастрономия, 2010, т. 15, №4

нами постановки задачи (точечный источник
и обратное рассеяние).

Анализ полученных решений позволяет
объяснить физический механизм рассеяния при
произвольном значении кривизны фазового
фронта сферической волны в пределах рас-
сеивающей площадки.

Как для “малой” (дальняя зона), так и для
“большой” (ближняя зона) площадки статис-
тически независимыми рассеивателями яв-
ляются “случайные плоские решетки” (фурье-
составляющие случайного поля неровностей).
В пределах “малой” площадки фазовые по-
верхности сферических волн “почти плоские”.
Среди “случайных плоских решеток” нахо-
дятся такие, рассеяние на которых синфазно
по всей площадке. Они и отбирают область
значений 1χ  (т. е. 1ϕ  и 1),θ  формирующих глав-
ные максимумы диаграммных множителей.
Волновой вектор этих решеток 1 2 .c ck ⊥χ = − α
При удалении от этой величины, т. е. для дру-
гих решеток, происходит расфазировка волн,
рассеянных отдельными частями площадки,
что и является причиной осциллирующего
убывания диаграммных множителей. При этом
угловые размеры лепестков диаграммных
множителей и площадки взаимно обратные
(формулы (39), (40), (56) и (57)).

В пределах “большой” площадки синфаз-
ность рассеяния сферических волн на “случай-
ной плоской решетке” невозможна по причине
“деструктивной интерференции” ([16], с. 421),
приводящей к взаимному погашению вкладов
от различных частей площадки. Для отдельно
взятой решетки с волновым вектором 1χ
интерференционные колебания вкладов эле-
ментов площадки происходят с нарастающей
частотой с удалением от стационарной для
данного 1χ  точки .sr  В результате частичного
взаимного погашения вкладов остается лишь
часть вклада от малой окрестности стацио-
нарной точки, если таковая находится в осве-
щенной зоне (точки в тени можно не учиты-
вать в силу их малого вклада). Эффективные
размеры рассеивающей области для задан-
ного 1χ  равны 1~ 2s sh rϕ χ  и 1 2~ ( ) ,s sh kR −

θ

а волновой вектор этой “резонансной решет-
ки” 1 2 .sk ⊥χ = − α  Переходу к другой точке рас-
сеяния соответствует и другая резонансная

решетка. Заметим, что эффективные разме-
ры ,sh ϕ  sh θ  много меньше угловых разме-
ров ,Δϕ  Δθ  “большой” площадки. Поэтому
сложение вкладов в рассеяние от всех резо-
нансных решеток приводит в сумме по всем
1,χ  т. е. по 1,ϕ  1,θ  к эффективным размерам
1,ϕ  1θ  приближенно равным размерам ,Δϕ
Δθ  рассеивающей площадки.
Итогом работы является получение в оп-

ределенной области физических параметров
решения задачи обратного рассеяния без не-
обоснованных упрощающих предположений
о корреляционной функции рассеянного поля.
Из схемы рассмотрения выпадает переход-
ная область углов рассеяния, примыкающая
к углу скольжения порядка угла cRλ  френе-
левской зоны. В этой области, по-видимому,
необходима более общая постановка задачи
о двухпозиционном рассеянии и равномерные
(хотя бы локально) асимптотические прибли-
жения. Решение важной практической задачи
рассеяния при углах скольжения c ckRψ
получено в виде комбинации метода стацио-
нарной фазы для азимутального угла и прибли-
жения дифракции Фраунгофера для радиальной
переменной.

Приложение

В асимптотической оценке БОИ вида (21),
(28) ограничимся главным членом разложе-
ния (см [3], Приложение) записанным в соот-
ветствии с рекомендациями [13] (c. 465, с. 478).
Обобщение результатов, приведенных в [13],
содержится в работах [11], [14]. Для главного
члена асимптотического разложения интегра-
ла (21) имеем выражение

2 1 1( , ; ) ,si
s sI e f r h QΦ

ϕ ϕ ϕ≈ ϕ χ Δ (П1)

где sΦ  и sh ϕ  заданы соотношениями (23) и
(24), а величина QϕΔ  равна

24( ) ( ) d .
u

l

i i
l uQ Q y Q y e e

μ
− π μ

ϕ
μ

Δ = − = μ∫ (П2)
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Здесь ( )Q y  – дополнение интеграла вероят-
ности;

4
, , ,i
l u l uy e− π= μ (П3)

l s lμ = ± Φ −Φ      при    0,l sϕ −ϕ ≷ (П4)

u s uμ = ± Φ −Φ     при    0,u sϕ −ϕ ≷ (П5)

причем , ,s l uΦ Φ Φ  – значения фазы (13)
в точках , ,s l u⊥ϕ = ϕ ϕ ϕ  соответственно.

Формулу (П2) можно записать и в виде
комбинации интегралов Френеля ( )C z  и ( ) :S z

( ) ( ){4 2 2 2i
u lQ e C C− π

ϕ
⎡ ⎤Δ = π πμ − πμ +⎣ ⎦

( ) ( ) }2 2 .u li S S⎡ ⎤+ πμ − πμ⎣ ⎦ (П6)

Асимптотика, аналогичная (П2), для интеграла
(28) получается заменой 2 1 1 4( , ; ) ( ),s sf r fϕ χ → θ

,s sh hϕ θ→  .Q Qϕ θΔ → Δ  При этом, взяв во вни-
мание (29), (31), (33), находим:

22 , ( cos ),s s zs zs skRΦ = α α ≡ θ (П7)

4 ,i
s sh e kRπ
θ = (П8)

l s lμ = ± Φ −Φ      при    0,l sθ − θ ≷ (П9)

u s uμ = ± Φ −Φ     при    0.u sθ − θ ≷ (П10)

Величины sh ϕ  и sh θ  являются эффектив-
ными размерами областей соответствующих
переменных, ⊥ϕ  либо 01,θ  формирующих
асимптотические значения интегралов по этим
переменным. Для переменной ⊥ϕ  величина

1 2 1( ) (sin ) ,s s sh kR − −
ϕ = θ  а для переменной 01θ

соответственно 1 2( ) .s sh kR −
θ =  В обоих слу-

чаях эффективные области порядка величины
характерного угла 1 2( ) .sRλ

Для предельных значений “большой”
( )1u lμ −μ  либо “малой” ( )1u lμ −μ  пло-
щадки возможны упрощения (П2), основанные
на асимптотиках интеграла вероятности.

Случай “большой” площадки
В определенной мере этот случай анали-

зировался в [3]. Информацию о поведении
2

QϕΔ  можно получить также из монографии
[16] (с. 465).

Вкратце поведение QϕΔ  сводится к следую-
щему. Величина QϕΔ  существенным образом
зависит от положения стационарной точки sϕ
относительно концов интервала интегрирования
lϕ  и .uϕ  В “освещенной” зоне ( )l s uϕ ≤ ϕ ≤ ϕ

величина QϕΔ ≈ π  при достаточной удален-
ности sϕ  как от ,lϕ  так и uϕ  (при этом 1lμ
и 1).uμ  Вблизи границы освещенной зоны
( 1lμ  либо )1uμ  величина 2QϕΔ ≈ π
с линейным по ,l uy  убыванием при движении sϕ
из зоны “света” в зону “тени”. Далеко
в области тени ( s lϕ < ϕ  либо )s uϕ > ϕ  вели-

чина ( ) 12 lQ
−

ϕΔ ≈ μ либо ( ) 12 uQ −
ϕΔ = μ соот-

ветственно.

Случай “малой” площадки 1μ −μu l
Проблема оценки QϕΔ  и QθΔ  в этом слу-

чае подобна в некоторой мере рассмотренной
авторами монографии [15] для задачи о диф-
ракции плоской волны на щели. Факторы, ос-
ложняющие в нашем случае анализ – случай-
ные дифракционные решетки вместо щели
с равномерным амплитудно-фазовым осве-
щением и произвольные углы падения волны
вместо нормального падения. Кроме того, выб-
ранное авторами [15] разложение фазы непри-
годно для малых углов дифракции ~ 1a rϕ
(см. [15], с. 105), что неприемлемо для нашего
рассмотрения.

Проведем свободную от указанных недо-
статков оценку ,QϕΔ  ,QθΔ  основанную на
малости 1.u lμ −μ  Представим (П2) в виде
суммы:
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1 2 ,Q I I IϕΔ ≡ = + (П11)

где

24
1 d ,

c

l

i iI e e
μ

− π μ

μ

= μ∫ (П12)

а 2I  определяется аналогичным выражением
с заменой , .l c c uμ →μ μ →μ

Для 1I  проведем замену переменной ин-
тегрирования 1 ,c Aμ = μ + ξ  1d dAμ = ξ  и вве-
дем обозначения: 1 ,l cA = μ −μ  2

1 ,cB = μ
1 1,cC A= μ  2

1 12 ...B Cμ ≈ + ξ +  (многоточие
означает малые квадратичные члены

2~ 1).l cμ −μ  В формуле (П12) величина

c s cμ = ± Φ −Φ  при 0,c sϕ −ϕ ≷  где cΦ  –
фаза в срединной точке ( ) 2c u lϕ = ϕ −ϕ  ин-
тервала интегрирования в (20). В результате
вычислений получаем

1 1( 4)
1 1 1 1(sin ) .i B CI A e C C+ −π≈ − (П13)

Для 2I  аналогичная замена 2 ,c Aμ = μ + ξ  где
2 ,u cA = μ −μ  2 2 ,cC A= μ  2 1,B B≡  приводит

к выражению

2 2( 4)
2 2 2 2(sin ) .i B CI A e C C+ −π≈ (П14)

В дальнейшем будем считать 0,lϕ =  uϕ =
1,Δϕ  2.cϕ = Δϕ  Интервал значений
10 2≤ ϕ ≤ π  можно разбить на четыре части,

где , ,l c uμ μ μ  имеют определенный знак
в зависимости от положения стационарной
точки :sϕ

1 1a) 0 , 0, ,s l l≤ ϕ ≤ π −π ≤ ϕ ≡ ϕ − π ≤ μ = + μ
,c cμ = + μ  ;u uμ = + μ
1б) 2, 0 2, ,s l lπ≤ϕ ≤ π+Δϕ ≤ϕ ≤ Δϕ μ = − μ
,c cμ = + μ  ;u uμ = + μ

1в) 2 , 2 ,sπ + Δϕ ≤ ϕ ≤ π + Δϕ Δϕ ≤ ϕ ≤ Δϕ
,l lμ = − μ  ,c cμ = − μ  ;u uμ = + μ

1г) 2 , , ,s l lπ+ Δϕ ≤ ϕ ≤ π Δϕ ≤ ϕ ≤ π μ = − μ
,c cμ = − μ  .u uμ = − μ

Конкретно для случая (а) получим

1 1
1 1 12 cos cos

2 2
l cA r ϕ −ϕ ϕ −ϕ⎧ ⎫= χ − ≈⎨ ⎬

⎩ ⎭

1 12 cos .
4 2

s cr ϕ −ϕΔϕ≈ − χ (П15)

При этом учтено, что sin( 8) 8Δϕ ≈ Δϕ  для “ма-
лой” площадки ( 1).Δϕ  С учетом (П15)

1 11 1
1 1 sin cos

2 2
c c

c
rC A

c
ϕ −ϕ ϕ −ϕχ Δϕ= μ ≈ − =

1 1
1sin( ).

4 c
rχ Δϕ= − ϕ −ϕ (П16)

Продолжив аналогичные вычисления, для 2 ,A
и 2С  получим: 2 1 ,A A A= − ≡  2 1 .C C C= − ≡
Можно убедиться, что для случаев (б), (в)
и (г) выражения для 1 2 1 2, , ,A A С С  остаются
такими же.

Складывая 1I  и 2I  с учетом полученных
равенств, приходим к результату

( 4)2 (sin 2 ) (2 ),i BQ I Ae C C−π
ϕΔ ≡ = (П17)

где

1 12 2 cos ,
2 2

s cA r ϕ −ϕΔϕ= χ (П18)

1 12 sin( ).
2 s c
rC χ Δϕ= ϕ −ϕ (П19)

Формулы, аналогичные (П6) и (П17), полу-
чаются и для .QθΔ  Параметры ,lμ  cμ  и uμ
в этом случае определяются выражением для
фазы (30), которое с учетом (13) имеет вид

01 01 01( ) 2 (1 sin sin ).skRΦ θ = − θ θ (П20)

Если , , ,s l c uΦ Φ Φ Φ  – значения фазы (П20)
в точках 01,θ  равных , , ,s l c uθ θ θ θ  соответст-
венно, то
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2 sin ,
2

s l
l lkR

θ − θ
μ = (П21)

а ,c uμ μ  получаются из (П21) заменой
нижнего индекса l на индекс c либо u соот-
ветственно. При этом учтено тождество
0 01 01cosz R≡ θ  для любого текущего значения
01.θ
Из треугольников, образованных линиями,

соединяющими точку источника 0(0, )z  с точ-
ками ( ,0),lr  ( ,0)cr  и ( ,0)ur  на плоскости 0,z =
можно получить:

1 2(1 ...),l cR R≈ − δ + δ + (П22)

1 2(1 ...),u cR R≈ + δ + δ + (П23)

где 1 sin ,
2 c

c

a
R

δ = θ  
2

2
2 2

31 sin ,
22 c

c

a
R

⎛ ⎞δ = − θ⎜ ⎟⎝ ⎠
2,a r= Δ  а многоточие означает члены более

высокого порядка малости в разложении по
степеням 1.ca R

В разложениях sin
2

s cθ −θ  и sin
2

s uθ −θ

также ограничимся квадратичными членами
( 4) :Δθ

sin sin cos
2 2 4 2

s l s c s cθ −θ θ −θ θ −θΔθ≈ + −

21 sin ... .
2! 4 2

s cθ −θΔθ⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎝ ⎠
(П24)

В аналогичном разложении для sin
2

s uθ −θ

следует заменить 4Δθ  на ( 4).−Δθ
Путь дальнейших вычислений повторяет

пройденный ранее при получении формулы (П17).
Интервал 0 s≤ θ ≤ π  разбивается на четыре
части: [0, ],lθ  [ , ],l cθ θ  [ , ]c uθ θ  и [ , 2],uθ π  –
в каждой из которых ,l uμ μ  вычисляются с
сохранением квадратичных членов 2~ ( ) .cr RΔ
(Напомним, что ( )cos .)c cr RΔθ ≈ Δ θ  В резуль-
тате получим

( 4) 12 (2 ) sin(2 ),i BQ Ae C C−π −
θΔ ≈ (П25)

где

2 2 cos , (2 ),
2

s c

c

kA a a r
R

θ + θ= = Δ (П26)

2 2 sin sin ,s cC ka= θ − θ (П27)

2 24 sin .
2

s c
c cB kR θ −θ= μ = (П28)

При выводе формул (П25)–(П27) мы пренеб-
регли поправками Aδ  и Cδ  к величинам A и C
более высокого, нежели ,cr RΔ  порядка:

sin 2 ,
4 2

s c
c

c c

a kA a
R R

θ −θ⎛ ⎞δ ≈ θ −⎜ ⎟⎝ ⎠
(П29)

2 sin sin 2 .
4 2 2

s c s c
c

c

aC ka
R

θ −θ θ −θ⎛ ⎞δ ≈ θ −⎜ ⎟⎝ ⎠
(П30)

Это можно сделать при выполнении условий
1A Aδ  и 1.Cδ

Отметим, что при 0cθ =  величина ,QθΔ
определяемая формулой (П25), совпадает
с “диаграммным” множителем в решении
задачи о дифракции на щели [15] (с. 25, фор-
мула (1.17)).
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Перехід від ближньої до дальньої зони
у розв’язанні задачі зворотнього

розсіяння хвиль статистично нерівною
поверхнею

А. С. Брюховецький

Для випадку зворотнього розсіяння хвиль
статистично нерівною поверхнею визначено
асимптотики двократних інтегралів від  швидко-
осцилюючих функцій, що визначають часову
кореляційну функцію розсіяного поля. При кутах
ковзання набагато більших від характерного
кута френелевської зони в розрахунках викорис-
товується метод стаціонарної фази. Отриманий
розв’язок дозволяє граничні переходи до зна-
чень фізичних параметрів, що відповідають “ве-
ликій” та “малій” площадці. Для кута ковзання
набагато меншого від френелівського одержа-
но комбінований розв’язок – методом стаціо-
нарної фази за змінним азимутальним кутом
та наближенням дифракції Фраунгофера за ра-
діальною змінною. Розрахунки дозволяють вста-
новити зв’язок iз розв’язками, побудованими
на евристичних спрощуючих гіпотезах.

Near-to-Far Zone Transition in the Problem
of Wave Backscattering by a Statistically

Rough Surface

A. S. Bryukhovetski

For a case of wave backscattering by a statis-
tically rough surface the asymptotics of twofold
integrals of rapidly oscillating functions which de-
termine temporary correlation function of the scat-
tered field are found. At grazing angles much greater
than the characteristic angle of the Fresnel zone
in calculi, the method of a stationary phase will
be utilized. The solution obtained enables passages
to the limit to values of physical parameters ade-
quate to “large” and “small” surface elements. For
a grazing angle much less than the Fresnel angle
the combined solution is the method of a stationary
phase on a variable azimuth and approximation
of Fraunhofer diffraction on a radial variable. The
calculations allow the relationship with solutions
based on heuristic simplifying hypotheses.


