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Предложен конкретный пример модификации метода расширенных граничных условий, основан-
ной на введении так называемых Sh-матриц, элементы которых зависят только от формы частицы
и не зависят от ее размера или оптических констант. Это позволяет вычислять Sh-матрицы только
один раз и затем находить интенсивность и степень линейной поляризации для любых размеров
и показателей преломления частиц. В некоторых случаях использование Sh-матриц допускает ана-
литическое решение задачи. В настоящей работе приведено решение для частиц, напоминающих
по форме ракушки. Показано, что с увеличением параметра ξ, который характеризует отклонение
от сферы, количество резонансов на кривых и их амплитуда уменьшаются.

Современные задачи рассеяния электромаг-
нитных волн часто решаются с помощью ме-
тода расширенных граничных условий [1-4].
В принципе этот метод может применяться для
изучения рассеяния объектами произвольной
формы. Однако в этом случае расчеты довольно
сложны и требуют больших затрат компьютер-
ного времени на оценку двойного интеграла
по поверхности рассеивающей частицы [3].
В связи с этим нахождение аналитических вы-
ражений для вычисления элементов T-матриц
(определение дано ниже) представляется очень
важной задачей. Особенностью метода расши-
ренных граничных условий является то, что
учет симметрии рассеивающих частиц приво-
дит к значительным упрощениям и ускорению
вычислений [4]. Наш подход дает возможность
серьезно упростить вычисления и производить
эффективное усреднение рассеивающих
свойств несимметричных частиц как с произ-
вольным размерным параметром 2X r= π λ
(здесь r – некий характерный размер частицы,
λ – длина волны падающего света), так и про-
извольным показателем преломления 0.m

Пусть на однородную и изотропную части-
цу заданной формы с показателем преломле-

ния 0m  падает плоская монохроматическая
линейно поляризованная волна .incE  Рассеян-
ное поле обозначим .scaE  Основная идея ме-
тода T-матриц заключается в разложении па-
дающего и рассеянного полей в ряд по вектор-
ным сферическим волновым функциям [1, 2, 4]:
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( , , ) и , , ,mn mn mn mn mna b p qρ θ φN  – векторные сфе-
рические волновые функции и соответствующие
им коэффициенты разложения; ρ – расстояние
от центра системы координат; γ и φ – полярный
и азимутальный углы соответственно в сфери-
ческой системе координат с началом в центре
частицы [3] (эти координаты характеризуют гео-

где Rg ( , , ), Rg ( , , ), ( , , ),mn mn mnρ θ φ ρ θ φ ρ θ φM N M
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метрию светорассеяния).  Функции Rg ( , , )mn ρ θ φM
и Rg ( , , )mn ρ θ φN  конечны в начале координат
(Rg означает “regular” [4]). Явные выражения
для векторных сферических волновых функций
приведены, например, в работе [4]. Коэффициен-
ты разложения рассеянного поля ,mn mnp q  свя-
заны с коэффициентами разложения падающего
поля ,mn mna b  соотношениями, следующими из
линейности уравнений Максвелла:
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Матрица, связывающая эти два набора коэф-
фициентов, называется T-матрицей:
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Она зависит только от физических и геометри-
ческих характеристик рассеивающей частицы,
таких, как размерный параметр, форма, относи-
тельный показатель преломления, и не зависит
от геометрии освещения, наблюдения и состоя-
ния поляризации падающего света. Это значит,
что матрица mnm n′ ′Τ  вычисляется один раз,
а затем используется для любой геометрии ос-
вещения, наблюдения и состояния поляризации
падающего света.

Автору удалось разделить влияния формы
частицы и ее физических параметров, таких, как
размерный параметр X и показатель преломле-
ния 0 ,m  введя так называемые матрицы формы
(Sh-матрицы), которые зависят лишь от формы
частицы [3]. Это разделение оказалось возмож-
но осуществить путем разложения функций Бес-
селя, от которых зависят элементы Т-матриц,
в абсолютно сходящиеся степенные ряды [3].
Последующее почленное интегрирование и сво-
рачивание ряда позволяет произвести факто-
ризацию эффектов формы. Эта процедура
является точной и не связана ни с какими при-
ближениями (см. подробности в [3]).

Для частиц некоторых форм эти матрицы
могут быть найдены аналитически. Ниже при-
водится решение для частиц, по виду напоми-
нающих ракушки. Их форма описывается сле-
дующей функцией:

0 ( ) 1 cos .R ϕ = + ξ ϕ (1)

Параметр несферичности ξ принимает значе-
ния от 0 до 1. На рис. 1 приведен пример час-
тицы при 1.ξ =  При 0ξ =  частица превра-
щается в сферу. Эта форма частиц была выбра-
на, поскольку для нее существует одно из са-
мых простых решений в данном методе. Опус-
кая громоздкие выкладки, дадим выражения для
элементов Sh-матрицы:
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Рис. 1. Пример частиц, описываемых уравнением (1)
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По элементам Sh-матрицы легко находятся
элементы Т-матрицы [3]. Зная элементы Т-мат-
рицы, можно вычислить интенсивность ( )I ϑ
и степень линейной поляризации рассеянного
света ( )P ϑ  как функции угла рассеяния ϑ (это
угол между направлениями распространения па-
дающей и рассеянной электромагнитной волн;

0ϑ =  соответствует рассеянию “вперед”):
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При этом ,
1, 1, 2, 2
n m
n m n mC  – коэффициенты Клеб-

ша–Гордана [5]:
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Знак (*) означает комплексное сопряжение,
scaC  – усредненное по ориентациям частицы

поперечное сечение рассеяния:
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На рис. 2 даны зависимости интенсивности
и степени линейной поляризации от угла рассея-
ния для частиц, описываемых уравнением (1),
усредненных по ориентации, при 10.0;X =
0 1.5 0.1m i= +  (показатель преломления соот-

ветствует веществу из темной органики). При
расчетах предполагалось, что частица облучает-
ся неполяризованным излучением (имитируется
освещение солнечным светом). Физическая
причина резонансов на кривых заключается в ин-
терференции рассеянных волн, вызывающей их
взаимное усиление или ослабление. Наибольшее
количество резонансов наблюдается у сферичес-
кой частицы. Чем дальше форма рассеивающей
частицы от сферы, тем меньше резонансов.
Усреднение по ориентациям частицы уменьшает
количество резонансов и их амплитуду.

Предложенный метод имеет большие по-
тенциальные возможности; он может быть
обобщен на многие другие формы несфери-
ческих частиц.

Автор благодарен Ю. Г. Шкуратову и
В. П. Тишковцу за прочтение рукописи и цен-
ные замечания.
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Рис. 2. Интенсивность рассеянного излучения I
и степень линейной поляризации P как функции
угла рассеяния для частиц, описываемых уравне-
ниями (2) и (3), усредненных по ориентациям, при
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ляризованным излучением
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Використання Sh-матриць у задачах
розсіяння электромагнітного
випромінювання частинками

неправильної форми

Д. В. Петров

Запропоновано конкретний приклад модиф-
ікації метода розширених граничних умов, котра
грунтується на впровадженні так званих Sh-
матриць, елементи яких залежать лише від
форми частинки і не залежать від її розміру
або оптичних констант. Це дозволяє обчислю-
вати Sh-матриці лише одноразово, а потім
знаходити інтенсивність та ступінь лінійної
поляризації для будь-яких розмірів і покажчиків
заломлення частинок. У деяких випадках ви-
користання Sh-матриць дозволяє аналітич-
ний розв’язок задачі. У цій роботі наведено
розв’язок для частинок, що нагадують за фор-
мою черепашки. Показано, що зі збільшен-
ням параметра ξ, що характеризує відхилення
від сфери, кількість резонансів на кривих та
їх амплітуда зменшуються.

Application of Sh-Matrices
in Electromagnetic Wave Scattering

by Particles of Irregular Shapes

D. V. Petrov

A specific example of expanded boundary con-
dition method modified with introduction of so-
called Sh-matrices whose elements depend only
on a particle shape and do not depend on its size
or optical constants is considered. This allows
to calculate Sh-matrices only once, and then to
find the intensity and degree of linear polarization
for any particle size and refractive index. In some
cases, using of Sh-matrices suggests the analy-
tical solution of scattering. Here, the solution for
the particles which shape resembles seashells
is obtained. It is shown that with the increasing
parameter ξ, characterizing deviation from a sphe-
rical shape, the number of resonances on curves
and their amplitudes decrease.


