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Впервые численно решена задача дифракции Н-поляризованной электромагнитной волны
на полубесконечной решетке из тонких плоских металлических лент. Созданный алгоритм позво-
лил методом последовательных приближений решить нелинейное операторное уравнение отно-
сительно амплитуд Фурье отраженного поля. Обоснован выбор начального приближения
и численно подтверждена сходимость решения. Рассчитано и проанализировано отраженное
от полуограниченной решетки поле при различных значениях угла падения возбуждающей волны,
длины волны и ширины лент.

Введение

Полуограниченные структуры позволяют
изучить влияние края (ребра) на процесс диф-
ракции волн. Известно, что для проводящей
полуплоскости [1-3] наличие ребра приводит
к возникновению цилиндрической волны в диф-
ракционном поле. Для полубесконечной решет-
ки (ПБР) из лент ситуация усложняется тем,
что каждая из нескольких лент, близких к ее
краю,  и остальные ленты находится в неоди-
наковых условиях вследствие взаимодействия
лент в структуре. Численное решение этой за-
дачи, сформулированной с учетом взаимного
влияния между лентами, позволяет исследовать
не только влияние края на поле вне области,
занимаемой решеткой, но и проанализировать,
в частности, поведение рассеянного поля вбли-
зи лент, находящихся у края ПБР. Такой физи-
ческий анализ представляет значительный ин-
терес для антенной и микроволновой техники,
особенно в высокочастотной области при резо-
нансных размерах рассеивающих элементов.

В настоящее время существует большое
число вычислительных методов для решения

задач электродинамики. Во-первых, это выз-
вано высокой сложностью рассматриваемых
задач, а во-вторых, обусловлено возможнос-
тями современных компьютеров. Одновре-
менно с традиционными методами, исполь-
зующими значительную аналитическую работу
в процессе решения задачи с последующим,
на конечном этапе, численным счетом [4], уси-
ленно развиваются прямые численные методы,
например, известный метод сеток (в частнос-
ти FD-TD/FD – Finite difference time/frequency
domain) [4, 5]. Прямые методы максимально
используют возможности компьютера, в неко-
торых случаях применяется даже непосред-
ственная дискретизация уравнений Максвел-
ла для определенной краевой задачи.

Однако для численного решения одной из
классических задач электродинамики о диф-
ракции электромагнитных волн на ПБР из
металлических периодически расположенных
лент указанные методы не дают результата.
Это связано с особенностями рассматривае-
мой структуры, поскольку она является перио-
дической вдали от края, но в ней нельзя выде-
лить элементарную ячейку, так как решетка
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ограничена крайней лентой. Это приводит
к определенным математическим и вычисли-
тельным трудностям вследствие сложного
спектра рассеянного поля.

В настоящей статье излагается метод чис-
ленного решения задачи дифракции плоской
волны на ПБР из тонких идеально проводя-
щих лент и обсуждаются результаты физичес-
кого анализа отраженного от ПБР электромаг-
нитного поля.

1. Постановка задачи

На рис. 1 изображена плоская ленточная
ПБР. Начало декартовой системы координат
(x, y, z) совмещено с центром крайней ленты
с номером 0.n =  Ширина лент равна 2d, а l –
период ПБР. Ленты бесконечно длинные вдоль
оси x, направленной по нормали вверх к плос-
кости рисунка. Из верхней полуплоскости под
углом α на ПБР падает плоская Н-поляризо-
ванная электромагнитная волна единичной
амплитуды. Зависимость от времени принята
в виде exp( )i t− ω  и для краткости опущена.

Настоящая статья является продолжением
работы [6], в которой в строгой постановке было
получено нелинейное операторное уравнение
(НОУ) относительно оператора отражения R
электромагнитной волны от плоской ПБР:

( ) ( ) ,+ − + − += + − + −R r S RS I r S RS I rS R (1)

где r – оператор отражения от одной ленты,
±S  – операторы сдвига, а I – единичный опе-

ратор. Нелинейность (1) является следст-
вием учета взаимодействия между элемен-
тами ПБР.

Целью статьи является численное решение
уравнения (1) и расчет полей над структурой.
В случае падения на ПБР плоской Н-поляризо-
ванной волны xH  и yE  компоненты отражен-
ного электромагнитного поля имеют вид:

( )( )( , ) ( ,sin )exp ( ) d ,xH u v R i u v
∞

−∞

= ξ α η ξ + γ ξ ξ∫
(2)

( )( )( , ) ( ,sin ) ( )exp ( ) d ,yE u v R i u v
∞

−∞

= − ξ α γ ξ η ξ + γ ξ ξ∫

где ( ,sin )R ξ α  – ядро интегрального оператора
R; функция 2( ) 1 ;γ ξ = − ξ  kdη =  – безразмер-
ный параметр и 2k = π λ  – волновое число;

,u y d=  v z d=  – нормированные на полуши-
рину ленты декартовы координаты (рис. 1).

2. Алгоритм численного решения
задачи дифракции плоской

Н-поляризованной волны на ПБР

Разработанный алгоритм численного реше-
ния представляет собой двухуровневый ите-
рационный процесс.

Внутренний итерационный цикл – по числу
j последовательных приближений оператор-
ного уравнения (1), прерывается по достиже-
нию заданной точности вычислений. Следует
сразу отметить, что все операторы, входящие
в НОУ, являются интегральными [6], поэтому
их следует дискретизировать. В результате
дискретизации уравнение (1) преобразуется
в матричное уравнение

1 1 1( ) ( ) ,j j j j
+ − + − +

− − −= + − + −R r S R S I r S R S I rS R� � � � �� � � � � �� � �
(3)

max1, 2, , ,j j= …

где значок над оператором обозначает его
матричное выражение. Параметры дискрети-

Рис. 1. Геометрия задачи дифракции на плоской
решетке
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зации – это аргумент ξ и угол падения возбуж-
дающей волны α [6]. Исключением являются
зависящие только от аргумента ξ операторы
сдвига ,±S  которые преобразуются в диагональ-
ные матрицы. Дискретизация по ξ в интервале

max max[ , ]−ξ ξ  неравномерная. В интервалах
max 1−ξ ≤ ξ < −  и max1< ξ ≤ ξ  число точек диск-

ретизации равно 1,n  а в области вещественных
значений функции ( ),γ ξ  а именно 1,ξ ≤  число
точек дискретизации равно 22 1n +  (включая
точку 0).ξ =  Число точек дискретизации по α
в интервале 90 90− ° < α < °  равно числу точек
дискретизации по ξ, т. е. 1 22( ) 1,n n+ +  однако
здесь дискретизация равномерная.

Далее для заданных параметров η, l и α
спектральным или операторным методом
(что приводит к одинаковым результатам [7])
решается задача дифракции на одной ленте
и дискретизируются оператор отражения от
одной ленты r и операторы сдвига .±S  Теперь
необходимо выбрать начальное приближение
для оператора отражения R и дискретизиро-
вать его. Это приближение подставляется
в правую часть матричного уравнения (3),
вычисляется первое приближение для jR�
и т. д. После очередной итерации с номером
j вычисляется разность матриц 1,j j−−R R� �
а затем находится максимальный по модулю
элемент разностной матрицы .pqa  Итерацион-
ный процесс продолжается до тех пор, пока
величина pqa  уменьшается и достигает ло-
кального минимума. Обычно значение maxj
лежит в интервале от 5 до 8.

Конечным результатом решения является
нахождение xH  и yE  компонент отраженного
поля в области 0z >  численным интегрирова-
нием дискретизированных выражений (2).

Внешний итерационный цикл осуществ-
ляется по числу итераций m параметра η. Воз-
растанию kd соответствует либо увеличение
ширины лент при постоянной длине падающей
волны, либо укорочение длины волны при по-
стоянной ширине лент. При каждой итерации
по η производится интерполяция матричных
операторов по переменной ξ, так чтобы можно
было выбрать иные значения 1n  и 2n  при дис-
кретизации. При этом производится также
выбор значения max ,ξ  определяющего пределы
интегрирования в выражениях для операторов

и отраженного электромагнитного поля. Ре-
зультат каждой предыдущей итерации по η, а
именно вычисленное значение ,jR�  является на-
чальным приближением для следующего шага.

3. Выбор начального приближения
для оператора отражения

Были рассмотрены несколько возможных
вариантов начального приближения в виде ре-
шения известных задач дифракции, а именно:
на идеально проводящей полуплоскости [2, 3],
на бесконечной периодической решетке из ме-
таллических лент [8], на решетке из конечно-
го числа металлических лент [9]. Если отра-
женное от этих структур поле записано в виде
интеграла Фурье, то подынтегральное выра-
жение и есть необходимое начальное прибли-
жение.

При выборе удачного начального прибли-
жения принимались во внимание следующие
факторы. Во-первых, поверхностный ток, при
выбранной поляризации падающего поля, те-
чет поперек лент, а значит, если в качестве
начального приближения выбрать полуплос-
кость, то она будет плохо аппроксимировать
ПБР даже из очень широких лент (т. е. решет-
ку с большим коэффициентом заполнения).
Этот вывод был полностью подтвержден чис-
ленными расчетами. Во-вторых, должна иметь
место геометрическая асимметрия, как это
есть в ПБР. Этому условию не удовлетворяет
бесконечная периодическая решетка, что так-
же следовало из численного анализа решения
уравнения (3).

В результате исследований была выбрана
ограниченная по числу лент решетка [9], от-
раженное поле которой преобразовывалось
следующим образом. Если пренебречь взаи-
модействием лент, то поле, создаваемое 1N +
периодически расположенными лентами, имеет
следующий вид:

( , )N
sxH u v =

( )( )
0

( ) exp( )exp ( ) d ,
N

n
a inkl i u v

∞

=−∞

= ξ ξ η ξ + γ ξ ξ∑∫
(4)
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где 
1

( ) ( ),s s
s

sa c J
∞

=
ξ = ηξ

ξ∑  ( )sJ ⋅  – функция

Бесселя, а sc  – коэффициенты разложения.
Если при этом предположить, что ленты уз-
кие, то в сумме по индексу s остается только
первый член суммы, и выражение (4) прини-
мает вид:

( , )N
sxH u v =

( )( )1
1

0

( ) exp( )exp d .
N

n

Jc inkl i u v
∞

=−∞

ηξ= ξ η ξ + γ ξ
ξ ∑∫

(5)

Пусть в формуле (5) верхний предел сум-
мы .N → ∞  Полубесконечная сумма по ин-
дексу n для отрицательных значений ξ не имеет
замкнутого аналитического выражения. Поэто-
му преобразуем интеграл в (5) следующим
образом:

0

0

( , ) ( )d ( )d ,N
sxH u v

∞

−∞

= ξ + ξ∫ ∫" "

где ( )"  – подынтегральное выражение в (5).
Во втором интеграле, воспользовавшись прин-
ципом предельного поглощения [10], можно
выбрать путь интегрирования, смещенный с
вещественной оси в верхнюю полуплоскость
комплексной плоскости ξ. Тогда удается про-
суммировать ряд по n как бесконечную гео-
метрическую прогрессию,

0

exp( / 2)exp( ) ,
2 sin( / 2)n

i iklinkl
ikl

∞

=

− ξξ =
ξ∑          0.ξ ≥

В первом интеграле верхний индекс суммы N
оставим конечной величиной и воспользуемся
известной формулой [11]

( )
0

sin ( 1) 2
exp( ) exp( 2 ) .

sin( 2)

N

n

N y
iny ix iNy ix

y=

+
+ = +∑

В результате этих преобразований поле,
используемое нами в качестве начального
приближения для ПБР, имеет вид:

( )
0

1
1

( )( , ) exp 2sx
JH u v c iNkl

−∞

ηξ= ξ ×
ξ∫

( ) ( )( )sin ( 1) 2
exp d

sin( 2)
N kl

i u v
kl
+ ξ

× η ξ + γ ξ +
ξ

( )1
1

0

( ) exp( 2) exp ( ) d .
2 sin( 2)
i J iklc i u v

kl

∞ ηξ − ξ+ η ξ + γ ξ
ξ ξ∫

(6)

4. Результаты численного анализа

Для численного решения задачи выбира-
лось конкретное число точек дискретизации
1,n  2n  из интервала max max[ , ]−ξ ξ  (который

является усеченным интервалом интегриро-
вания в интегральных операторах НОУ и вы-
ражениях для отраженного ПБР поля).

При этом рассматривались два варианта.
В первом общее число точек дискретизации
max 1 22( ) 1 179N n n= + + =  и, как показали числен-

ные расчеты, оптимальное значение max 5.0,ξ =
а во втором max 713N =  и max 14.0.ξ =  Все мат-
рицы, входящие в уравнение (3), являются ком-
плексными, и поскольку многократно исполь-
зуются матричные преобразования, необхо-
димо, чтобы все вычисления производились
с двойной точностью.

Отметим, что подынтегральные выраже-
ния в (6) содержат простые полюса за счет
наличия сомножителя sin( 2)kl ξ  в знаме-
нателе, обращающегося в ноль при условии

2 ,kl mξ = π  0, 1, 2, .m = ± ± …  Указанные осо-
бенности можно исключить по известной ме-
тодике [12], если требуется найти интегра-
лы в (6) численно. Однако в данном случае
используются именно подынтегральные вы-
ражения, которые приходится ограничить вбли-
зи полюсов по величине (как реальную, так
и мнимую их части), иначе какая-либо точ-
ка дискретизации nξ  может оказаться недо-
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пустимо близко к величине 2 .m
kl
πξ =  Числен-

ные эксперименты показали, что значение
sin( 2)klξ  не должно быть менее 0.01.
Проанализируем результаты первого ва-

рианта. Нетрудно видеть, что подынтегральные
выражения в (6) убывают с возрастанием аргу-
мента ξ как 3 2 ,−ξ  поэтому для max 5.0ξ =
амплитуда Фурье начального приближения на
границах интервала дискретизации убывает
более чем на порядок.

На рис. 2, a приведена амплитуда, а на
рис. 2, б – фаза отраженного поля xH  в зави-
симости от координаты u (расстояние вдоль
решетки), полученные после численного ре-

шения уравнения (3) для начального приближе-
ния 0R�  (с использаванием выражения (6))
с учетом взаимного влияния между лентами
для трех значений угла падения возбуждающей
волны 0,α =  30 и 45 .°  При этом полагается,
что 20,N =  20.0,l d =  0.107,η =  1 42,n =
2 47,n =  число итераций 6.j =
Амплитуда и фаза поля построены на рас-

стоянии, равном ширине ленты 2.0v =  (что
соответствует 0.034 ),z = λ  т. е. это ближнее
поле, поскольку ленты узкие. Амплитуда поля
справа от решетки ( 1.0)u >  уменьшается
практически до нуля, а фазовое распределе-
ние значительно изменяется, что полностью
соответствует физике процесса рассеяния волн
полуограниченными структурами. При выб-
ранных параметрах ПБР 0.34,lκ = λ =  и
в отраженном решеткой поле распространяет-
ся только основная волна, а дифракционные
гармоники являются поверхностными волнами.
Естественно, за счет интерференции этих волн
в ближней зоне, амплитуда поля, нормально
отраженного к плоскости структуры, весьма
различна в областях над лентами, соответст-
вующих максимумам амплитуды.

Если удаляться от ПБР в направлении,
перпендикулярном ее плоскости, то осцилля-
ции отраженного поля в области над решеткой
уменьшаются, что иллюстрируют зависимос-
ти амплитуды поля xH  на рис. 3 для 5.87v =
(что соответствует значению 0.1 ).z = λ

Рис. 2. Амплитуда (a) и фаза (б) отраженного поля
xH  в зависимости от расстояния вдоль решетки

при z d 2.0=  ( z 0.034 ),= λ  N 20,=  v 20.0,=
0.107,η =  1n 42,=  2n 47 :=  кривая 1 – 0 ,α = °

кривая 2 – 0 ,α = 3 °  кривая 3 – α = 45°

Рис. 3. Амплитуда отраженного поля xH  в  зави-
симости от расстояния вдоль решетки при
v 5.87=  ( z 0.1 ) := λ  кривая 1 – 0 ,α = °  кривая
2 – 0 ,α = 3 °  кривая 3 – α = 45°
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Определенный интерес представляет изу-
чение амплитуд Фурье отраженного поля
( , ),R ξ α  поскольку итерационный процесс

решения уравнения (3) строится относительно
этой комплексной функции. На рис. 4, a пред-
ставлены зависимости действительной и мни-
мой частей ( , )R ξ α  для нормального падения
волны, а на рис. 4, б для 30 .α = °  Кривые
на рис. 4 имеют сильно осциллирующий ха-
рактер, особенно в области 1 0.− < ξ <  Резкие
скачки зависимостей ( , )R ξ α  соответствуют
сглаженным полюсам, о которых упоминалось
выше.

Для иллюстрации поведения фурье-ампли-
туды ( , )R ξ α  на большем интервале измене-
ния аргумента ξ на рис. 5 приведены ее зави-
симости при 0α = °  и max 713.N = Теперь, считая начальным приближением

амплитуду Фурье, изображенную на рис. 4,
будем увеличивать ширину лент, сохраняя при
этом длину волны и период ПБР постоянными.
При неизменной длине волны удобно строить
отраженное поле на расстоянии от решетки

0.1 .z = λ  Как показали расчеты, оптимальным
является увеличение размера ленты примерно
на 20 %, т. е. на шаге итерации с номером m
параметр 11.2 .m m−η ≈ η

На рис. 6, а и 6, б приведены зависимости
амплитуды поля xH  от расстояния вдоль
решетки для итераций 3m =  ( 0.157)η =  и

5m =  ( 0.227),η =  соответственно. Отметим,
что количество осцилляций поля над решет-
кой увеличивается, поскольку усиливается вза-
имодействие лент. Другими словами, увели-
чивается влияние нераспространяющихся гар-
моник ПБР на формирование ближнего поля.
Очевидно, что возрастает и амплитуда отра-
женного поля, так как увеличивается коэффи-
циент заполнения структуры.

Возможен также другой способ увеличе-
ния параметра η, когда ширина лент остается
неизменной, а длина волны λ уменьшается.
В этом случае целесообразно рассчитывать
отраженное поле на расстоянии z равном
ширине ленты. Начальное приближение
не изменяется (амплитуда поля приведена
на рис. 2, a). На рис. 7, а и 7, б изображены
зависимости амплитуды отраженного поля
от кооординаты u для итераций 3m =

Рис. 4. Амплитуда Фурье отраженного поля при
maxN 179=  (кривые 1 – ReR, кривые 2 – ImR):

a) – 0 ,α = °  б) – 0α = 3 °

Рис. 5. Амплитуда Фурье отраженного поля при
maxN 713=  и 0α = ° :  кривая 1 – ReR, кривая 2 – ImR
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( 0.151,η =  0.48)κ =  и 5m =  ( 0.281,η =
0.894)κ =  соответственно. По сравнению

с аналогичной бесконечной периодической
решеткой у ПБР (см. рис. 7, а) еще не сущест-
вует распространяющихся высших простран-
ственных гармоник, тогда как (см. рис. 7, б)
минус первая пространственная гармоника рас-
пространяется при углах падения 7 90 ,° ≤ α < °
а плюс первая – при 90 7 .− ° < α ≤ − °  По-ви-
димому, осцилляции в минимумах поля на
рис. 7, б объясняются присутствием в спек-
тре не только основной волны, но и высших
гармоник. Значительная амплитуда поля
за краем ПБР вызвана как наличием гармо-
ник, распространяющихся под углами, близ-

кими к скользящим, так и накапливающи-
мися погрешностями вычислений. В случае
уменьшения λ удалось получить решение для
итерации 6m = ( 0.289,η =  1.1),κ =  далее про-
двинуться не удается.

По поводу второго варианта дискрети-
зации с максимальным в данной задаче коли-
чеством точек max 713N =  отметим следую-
щее. Были рассчитаны начальное приближе-
ние и зависимости отраженного поля, при уве-
личении ширины лент ПБР качественно со-
впадающие с аналогичными зависимостями
для варианта решения при max 179.N =  Однако
для большого количества точек дискретиза-
ции становится весьма затруднительно выб-

Рис. 7. Амплитуда отраженного поля xH  в зави-
симости от расстояния вдоль решетки при

0.48,κ =  m 3,=  0.151η =  (а) и 0.894,κ =  m ,= 5
0.281η =  (б): кривые 1 – 0 ,α = °  кривые 2 –
0 ,α = 3 °  кривые 3 – α = 45°

Рис. 6. Амплитуда отраженного поля xH  в зави-
симости от расстояния вдоль решетки при

0.34,κ =  m 3,=  0.157η =  (а) и 0.34,κ =  m 5,=
0.227η =  (б): кривые 1 – 0 ,α = °  кривые 2 –
0 ,α = 3 °  кривые 3 – α = 45°
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рать оптимальные значения варьируемых па-
раметров, т. е. 1 2 max, , ,n n ξ  поскольку сущест-
венно (почти на порядок) возрастают время
вычислений и диапазон изменения указанных
параметров. Результаты второго варианта ре-
шения служат подтверждением того факта,
что для значения max 179N =  получено пра-
вильное решение уравнения (3), а значит пра-
вильное решение НОУ и задачи дифракции
на ПБР в целом.

Заключение

Впервые численно решена задача дифрак-
ции электромагнитной волны на полубеско-
нечной решетке из плоских металлических
лент. Создан двухуровневый итерационный
алгоритм решения. Нелинейное операторное
уравнение, полученное с учетом взаимодей-
ствия элементов в ПБР, решено относитель-
но амплитуд Фурье отраженного поля. Обо-
снован выбор начального приближения, чис-
ленно подтверждена сходимость решения.
Отраженное от полуограниченной решетки
поле рассчитано и проанализировано при раз-
личных значениях угла падения возбуждаю-
щей волны, длины волны  и ширины лент.
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Числовий розв’язок задачі дифракції
електромагнітних хвиль

на плоскій напівнескінченній
стрічковій решітці

С. М. Воробйов, Л. М. Литвиненко

Вперше виконано числовий розв’язок
задачі дифракції Н-поляризованої електро-
магнітної хвилі на напівнескінченній ре-
шітці з тонких плоских металевих стрічок.
Побудований алгоритм дозволив методом
послідовних наближень розв’язати нелінійне
операторне рівняння відносно амплітуд Фур’є
відбитого поля. Обгрунтовано вибір початко-
вого наближення та чисельно підтверд-
жено збіжність розв’язку. Розраховано та про-
аналізовано відбите від напівнескінченної
решітки поле для різних значень кута падіння
збуджуючої хвилі, довжини хвилі та ширини
стрічок.
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Numerical Solution of Electromagnetic
Wave Diffraction by Plane Semi-Infinite

Strip Grating

S. N. Vorobyov and L. M. Lytvynenko

The problem of electromagnetic H-polarized
wave diffraction by a semi-infinite grating of plane
metal strips is solved numerically as a pioneering
work. The created algorithm allows obtaining the
solution of the nonlinear operator equation with
respect to the Fourier amplitudes of the reflected
field by the method of successive iterations. The
choice of initial approach is substantiated and the
convergence of the solution is numerically veri-
fied. The field reflected by the semi-infinite gra-
ting is calculated and analyzed for various nume-
rical values of the angle of incidence of excitation
wave, the wavelength and the strip width.


