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Проведен анализ ряда нелинейных волновых процессов при помощи преобразования Чои–
Вильямса, относящегося к классу преобразований Коэна. Изучены модели ударных волн, клас-
сического солитона, солитона огибающей, решение уравнения Бюргерса–Кротевега–де Вриза –
“решение кентавр”, а также модели кноидальной и пилообразной волн. Сравниваются резуль-
таты чои–вильямс-, вигнер- и фурье-анализа. Показано, что указанные преобразования хорошо
дополняют друг друга и при совместном использовании позволяют получить большее коли-
чество информации об исследуемом сигнале или процессе.

Введение

Нелинейные волновые процессы играют важ-
ную роль во многих областях науки, техники
и в технологиях. Как правило, они характери-
зуются достаточно большим энергосодержа-
нием (энерговыделением) (см., например,
[1-4]). Исследование таких процессов линей-
ными методами анализа, в частности, при по-
мощи непрерывного вейвлет-преобразования
(НВП) и традиционного динамического (окон-
ного) преобразования Фурье (ДПФ) проведено
в работе [5].

Несомненный интерес представляет исполь-
зование интегральных преобразований класса
Коэна [6]. Результаты применения преобра-
зования Вигнера (ПВ) как типичного предста-
вителя класса Коэна для анализа нелинейных
волновых процессов подробно изложены в
работе [7]. ПВ, обладая хорошим время-час-
тотным разрешением, к сожалению, имеет оп-
ределенный недостаток – возникновение ин-
терференции при анализе многокомпонентных
сигналов вследствие нелинейности самого

преобразования. Это затрудняет интерпрета-
цию полученных результатов.

Уменьшить влияние интерференции можно
при помощи существующих методов усред-
нения ПВ. Один из них привел к появлению
преобразования Чои–Вильямса (ПЧВ) [8], ко-
торое позволяет исследователю находить ком-
промисс между допустимой в условиях рас-
сматриваемой задачи величиной интерферен-
ции и необходимым время-частотным разре-
шением.

Возможность совместного использования
как линейных, так и нелинейных интегральных
преобразований для комплексного анализа
сигналов различной природы продемонстриро-
вана в работе [9], где показано, что недостат-
ки одних преобразований компенсируются
достоинствами других.

Каждое новое интегральное преобразова-
ние, например ПЧВ, с помощью которого осу-
ществляется спектральный анализ, позволяет
выявить новые детали исследуемого процес-
са, в частности, нелинейных волн. Этим объяс-
няется актуальность работы.



О. В. Вишнивецкий, О. В. Лазоренко, Л. Ф. Черногор

294 Радиофизика и радиоастрономия, 2009, т. 14, №3

Целью работы является изучение воз-
можности и целесообразности применения
ПЧВ для анализа нелинейных волновых про-
цессов, а также выявление особенностей
такого анализа.

1. Основные понятия и соотношения

Предложенное в 1989 г. Х. Чои и В. Вильям-
сом ПЧВ для сигнала ( )s t  имеет вид [8]:
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где ( , )CWP f τ ω  – функция спектральной плот-
ности (ФСП) ПЧВ, σ – положительный коэф-
фициент, позволяющий управлять уровнем
интерференционных членов. Интерференция
ослабляется с уменьшением σ. При σ → ∞
ПЧВ переходит в ПВ.

Основные свойства ПЧВ продемонстриро-
ваны на примере анализа простейших модель-
ных сигналов в работе [10].

Результаты чои–вильямс-анализа нелиней-
ных волновых процессов будем сравнивать с
результатами ПВ и спектрограммами Фурье
(СФ), ФСП которых определяются соответст-
венно соотношениями [6, 7, 11, 12]:
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где ( )w t − τ  – оконная функция ДПФ. В работе
для вычисления ФСП СФ всех моделей сиг-
налов использовалось окно Хемминга шири-
ной 4,N  где N – количество отсчетов диск-
ретного вектора анализируемого сигнала.

Кроме самих ФСП ПЧВ, ФСП ПВ и ФСП
СФ, будем использовать также их энергограм-

мы, которые задаются соответственно соот-
ношениями [9]:
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Энергограммы отражают распределение
энергии сигнала (процесса) по различным час-
тотам ω. Интеграл от каждой энергограммы
по всем частотам ] [,ω∈ −∞ +∞  равен энергии
сигнала.

В качестве моделей нелинейных сигналов
будем использовать следующие модели.

1. Модель ударной волны (УВ). УВ предс-
тавляет собой распространяющийся скачок
какого-либо параметра волны или среды (плот-
ности, давления и т. п.). Такая волна, в част-
ности, описывается решением уравнения Бюр-
герса (см., например, [1-4])

2

2 ,
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которое имеет вид:
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где x utξ = −  – переменная бегущей волны;
0 1 22 ( )v vξ = γ −  – ширина фронта ударной вол-

ны; 0γ >  – параметр диссипации; 1( ) ,v v−∞ =
2( ) .v v+∞ =  Вид УВ при различных значениях

ширины фронта УВ представлен на рис. 1, а
и рис. 2, а.

2. Модель солитона. В случае недиссипа-
тивной диспергирующей среды солитон описы-
вается уравнением Кротевега–де Вриза (КдВ)
(см., например, [1-4]):
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Рис. 1. Анализ модели УВ 0( 0.004) :ξ =  а) – сигнал
во временной области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ
( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ
( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ,
з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энерго-
грамма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ
( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ

Рис. 2. Анализ модели УВ 0( 0.08) :ξ =  а) – сигнал
во временной области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ
( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ
( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ,
з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энерго-
грамма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ
( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ
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3
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непериодическое решение которого (рис. 3, а),
имеет вид:

( )2
0

( ) ,
ch

mvv ξ =
ξ ξ

где 3 ;mv u=  0 2 ;uξ = β  0.β >
3. УВ в диссипативной диспергирующей

среде. В этом случае УВ описывается уравне-
нием Бюргерса–Кротевега–де Вриза (БКдВ)
(см., например, [1-4]):

3 2

3 2 .
v v v vv
t x x t

∂ ∂ ∂ ∂+ + β = γ
∂ ∂ ∂ ∂

Получить решение этого уравнения в виде анали-
тического выражения, к сожалению, не удается.
Вид решения уравнения БКдВ при условиях:

1( ) ,v v−∞ =  ( ) ( ) ( ) 0,v v v′ ′′+∞ = ±∞ = ±∞ =  пока-
зан на рис. 4, а. Такое решение в [4] названо
“решение-кентавр”.

4. Солитон огибающей. В этом случае
солитоном является не сам процесс, а его
огибающая (рис. 5, а, рис. 6, а). На рис. 6, а
представлена модель девятого вала, встре-
чающегося на море. Наибольший горб –
девятый по счету, а справа и слева от него
расположено по восемь горбов с постепенно
убывающей амплитудой [4]. Солитон огибаю-
щей описывается нелинейным уравнением
Шредингера:

2
2

2 0,v vi v v
t t

∂ ∂+ + β =
∂ ∂

где i – мнимая единица, 0.β >  Решением это-
го уравнения является комплексная функция
вида:
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Рис. 3. Анализ солитона: а) – сигнал во временной
области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ ( 1000),σ =
г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ ( 01),σ = 0.
е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ, з) – энерго-
грамма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энергограмма ПЧВ
( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ ( 01),σ = 0.
л) – энергограмма СФ
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Рис. 4. Анализ “решения-кентавра”: а) – сигнал во
временной области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ
( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ
( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ,
з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энерго-
грамма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ
( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ

Рис. 5. Анализ солитона огибающей: а) – сигнал во
временной области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ
( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ
( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ,
з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энерго-
грамма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ
( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ
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где 2 ;mv b= β  ( )1 21 1 2( 2 ) .b u u u= −
5. Кноидальная волна. Эта волна описы-

вается периодическим, но не гармоническим
решением уравнения КдВ. Уравнение при
малых амплитудах имеет практически гар-
моническое решение, а при увеличении амп-
литуды его решения представляются в виде
специальной эллиптической функции Якоби
(кноиды) cn( )x  [13]:

( )2
0( ) cn ,mv vξ = ξ ξ

где 2mv C u= −  – амплитуда волны; 21.5 ;C u< −
0 2 3 ;bξ = β  2 3 ;mb v u= −  0.mb v> >  Вид

кноидальной волны при различных значениях
амплитуды показан на рис. 7, а, рис. 8, а
и рис. 9, а. На рис. 7, а она представляет
собой, по сути, последовательность солито-
нов. Кноидальная волна, у которой амплитуда
отрицательных полуволн меньше амплитуды
положительных полуволн, показана на рис. 8, а.
Рис. 9, а соответствует кноидальной волне,
которая близка к гармоническому волновому
процессу.

6. Пилообразная волна. Она описывается
нестационарным решением уравнения Бюр-
герса, в котором процесс нелинейного укруче-
ния профиля волны доминирует над процес-
сом диссипации. Такое решение, найденное
Р. В. Хохловым в 1961 г., имеет вид [1]:

1( , ) th ,
1 2 (1 )

xv t x x
t t

⎛ ⎞π= − π⎜ ⎟+ γ +⎝ ⎠
   ,x−π < < π

где t – безразмерное время, x – безразмерная
координата. Общий вид модели пилообразной
волны показан на рис. 10, а.

Как отмечено в [10], вычисление ФСП ПЧВ
уже в случае даже самых простых сигналов
( ),s t  к сожалению, возможно лишь численны-

ми методами. Поэтому все расчеты в работе
производились с помощью системы компью-
терной математики Matlab 7. X [14], пакета
прикладных программ Time-Frequency Toolbox
[15], а также оригинального программного
обеспечения, разработанного авторами.

Рис. 6. Анализ солитона огибающей (модель девя-
того вала): а) – сигнал во временной области,
б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ ( 1000),σ =  г) – ФСП
ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ ( 01),σ = 0.  е) – ФСП
СФ, ж) – энергограмма ПВ, з) – энергограмма ПЧВ
( 1000),σ =  и) – энергограмма ПЧВ ( 10),σ =
к) – энергограмма ПЧВ ( 01),σ = 0.  л) – энерго-
грамма СФ
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Рис. 7. Анализ кноидальной волны 0( 2.7) :ξ =
а) – сигнал во временной области, б) – ФСП ПВ,
в) – ФСП ПЧВ ( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =
д) – ФСП ПЧВ ( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энер-
гограмма ПВ, з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =
и) – энергограмма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограм-
ма ПЧВ ( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ

Рис. 8. Анализ кноидальной волны 0( 1.8) :ξ =
а) – сигнал во временной области, б) – ФСП ПВ,
в) – ФСП ПЧВ ( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =
д) – ФСП ПЧВ ( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энер-
гограмма ПВ, з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =
и) – энергограмма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограм-
ма ПЧВ ( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ
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Рис. 9. Анализ кноидальной волны 0( 1.3) :ξ =
а) – сигнал во временной области, б) – ФСП ПВ,
в) – ФСП ПЧВ ( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =
д) – ФСП ПЧВ ( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энер-
гограмма ПВ, з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =
и) – энергограмма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограм-
ма ПЧВ ( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ

Рис. 10. Анализ пилообразной волны: а) – сигнал
во временной области, б) – ФСП ПВ, в) – ФСП ПЧВ
( 1000),σ =  г) – ФСП ПЧВ ( 10),σ =  д) – ФСП ПЧВ
( 01),σ = 0.  е) – ФСП СФ, ж) – энергограмма ПВ,
з) – энергограмма ПЧВ ( 1000),σ =  и) – энерго-
грамма ПЧВ ( 10),σ =  к) – энергограмма ПЧВ
( 01),σ = 0.  л) – энергограмма СФ
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2. Результаты
численного моделирования

Результаты анализа представлены в спе-
циальном формате, который уже успешно при-
менялся авторами в работах [5, 10, 16].

На всех рисунках сверху вниз последова-
тельно изображены: сигнал во временной об-
ласти, ФСП ПВ, ФСП ПЧВ ( 1000),σ =  ФСП
ПЧВ ( 10),σ =  ФСП ПЧВ ( 0.01)σ =  и ФСП
СФ. В правом столбце напротив каждого пре-
образования помещены соответствующие
энергограммы.

На рис. 1, 2 представлены результаты анали-
за модели УВ, отличающиеся шириной фронта.
Здесь ФСП ПЧВ (рис. 1, в – д) оказывается
несколько сглаженной по сравнению с ФСП ПВ
(рис. 1, б). По мере уменьшения σ время-
частотное разрешение ПЧВ ухудшается, но
даже при значении 0.01σ =  остается лучше,
чем разрешение ФСП СФ (рис. 1, е). При
уширении фронта УВ (рис. 2, а) вертикальные
пики ФСП как ПЧВ (рис. 2, в – д), так и ПВ
(рис.2, б) и СФ (рис. 2, е) сглаживаются.

Сравнение с результатами, полученными
при помощи вейвлет-анализа [5], показывает,
что при использовании квадратичных преоб-
разований, в частности ПЧВ, можно устано-
вить, убывает ли процесс со временем или
возрастает. Например, значения ФСП ПЧВ
(рис. 1, в) отличны от нуля в левой части ри-
сунка, где и сам сигнал не равен нулю. Вейв-
лет-анализ позволяет определить ширину фрон-
та УВ [5], но не дает какой-либо информации
о сигнале в промежутке времени, где его уро-
вень является постоянным или описывается
линейной функцией времени.

Результаты анализа солитона показаны на
рис. 3. ФСП ПЧВ (рис. 3, в – д) практически
не отличается от ФСП ПВ (рис. 3, б) для
данного типа сигналов, а ФСП СФ (рис. 3, е)
оказывается шире.

Результаты анализа “решения-кентавра”
представлены на рис. 4. Интерпретация ФСП
ПВ (рис. 4, б) затруднена наличием интер-
ференции. Вид ФСП СФ (рис. 4, е) практи-
чески не отличается от ФСП СФ для ударной
волны (рис. 1, е). В то же время ПЧВ позво-
ляет обнаружить осциллирующую структуру

сигнала за фронтом ударной волны. Об этом
свидетельствуют две вертикальных линии
(рис. 4, в), расположенные в моменты време-
ни 3.5t =  и 4.5.t =

На рис. 5 и рис. 6 показаны результаты
анализа солитона огибающей, которые для
обоих сигналов оказываются похожими. Раз-
ница в том, что на рис. 6 ФСП для всех исполь-
зуемых преобразований оказывается более
вытянутой по горизонтали, из-за того что про-
тяженность сигнала на рис. 6, а больше, чем у
представленного на рис. 5, а. Здесь даже при
значении 10σ =  (рис. 5, г, рис. 6, г) ФСП ПЧВ
почти не отличается от ФСП ПВ (рис. 5, б,
рис. 6, б). При уменьшении σ наблюдается
сглаживание ФСП ПЧВ (рис. 5, д, рис. 6, д).

Результаты анализа кноидальной волны
для трех значений параметра 0ξ  0( 2.7,ξ =
0 1.8,ξ =  0 1.3)ξ =  представлены соответствен-

но на рис. 7–9. Интерференционные члены, при-
сутствующие в ФСП ПВ (рис. 7, б, рис. 8, б),
в ФСП ПЧВ успешно подавляются уже при
значении 1000σ =  (рис. 7, в, рис. 8, в). При
этом время-частотное разрешение остается
практически неизменным. ФСП СФ также
позволяет подавить интерференцию (рис. 7, е,
рис. 8, е), но время-частотное разрешение
у ФСП СФ оказывается значительно хуже, чем
у ФСП ПЧВ.

На рис. 9, б ФСП ПВ имеет горизонталь-
ную линию с небольшими локальными обра-
зованиями на время-частотной плоскости. Они
расположены как выше, так и ниже этой ли-
нии, которая соответствует практически гар-
моническому процессу (рис. 9, а). На ФСП ПЧВ
(рис. 9, в – д), как и на ФСП СФ (рис. 9, е),
горизонтальная линия несколько уширена,
а также наблюдается волнистая структура на
время-частотной плоскости ФСП ПЧВ и ФСП
СФ, что отличает данный волновой процесс
от гармонического. При этом ФСП ПЧВ сиг-
нала оказывается более локализованной, чем
его ФСП СФ.

Результаты анализа пилообразной вол-
ны показаны на рис. 10. ФСП ПВ искажена
наличием интерференции (рис. 10, б). Интер-
ференционные структуры эффективно подав-
ляются во временной области при помо-
щи ПЧВ (рис. 10, в – д). Однако горизонталь-
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ная линия на ФСП ПВ, отвечающая за час-
тоту следования пилообразных возмущений
(рис. 10, б), не обнаруживается на ФСП ПЧВ
даже при достаточно большом значении σ
(рис. 10, в). При уменьшении σ ФСП ПЧВ
уширяется (рис. 10, г, д), но даже при значении

0.01σ =  (рис. 10, д) остается более локализо-
ванной, чем ФСП СФ (рис. 10, е). Вейвлет-
спектр такого сигнала практически не отлича-
ется от вейвлет-спектра, полученного при ана-
лизе модели УВ [5].

3. Обсуждение результатов

Проведенный чои–вильямс-анализ модель-
ных нелинейных волновых процессов показыва-
ет, что применение ПЧВ оказывается полезным
для исследования сигналов такого типа. Из мно-
жества преобразований класса Коэна только ПЧВ
обладает уникальным свойством, благодаря
которому можно управлять степенью интерфе-
ренции, проявляющейся вследствие квадратич-
ности самого преобразования. По нашему мне-
нию, это один из наиболее удачных способов
усреднения ПВ. Даже при больших значениях
параметра σ ПЧВ часто позволяет избавиться
от присутствующих в ФСП ПВ интерференци-
онных членов (см. рис. 1, в, рис 2, в, рис 4, в
и рис. 7, в) и при этом практически сохранить
время-частотное разрешение таким, как у ФСП
ПВ (рис. 1, б, рис 2, б, рис 4, б и рис. 7, б).

В некоторых случаях (рис. 4, в) ФСП ПЧВ
оказывается более информативной, чем ФСП
ПВ и ФСП СФ, а также спектр НВП. Однако
ограничиваться только ПЧВ при исследовании
таких сигналов не рекомендуется. Так, напри-
мер, для пилообразного сигнала ФСП ПЧВ
(рис. 10, в) позволяет избавиться от интерфе-
ренции, которая присутствует в ФСП ПВ
(рис. 10, б), но при этом горизонтальная линия,
отвечающая за частоту следования импульсов
(рис. 10, б), “смазывается” (рис. 10, в), что при-
водит к потере части информации о сигнале.
Это является результатом того, что при подав-
лении интерференции с помощью ПЧВ ухудша-
ется время-частотное разрешение. При этом
разрешение по частоте ухудшается сильнее,
чем разрешение по времени. Поэтому ПЧВ
и ПВ следует использовать одновременно.

Не следует также, по мнению авторов, отка-
зываться и от фурье-анализа, поскольку СФ
практически полностью лишена интерференции.
При анализе сигналов ФСП СФ оказывается
отличной от нуля в тех областях на время-час-
тотной плоскости, где исследуемый сигнал
несет энергию. Но, к сожалению, время-частот-
ное разрешение ФПС СФ оставляет желать
лучшего. При помощи ПВ можно точно опреде-
лить время-частотную протяженность упомяну-
тых областей. Однако картина ФСП ПВ часто
оказывается сильно зашумлена интерферен-
цией. Использование ПЧВ позволяет добиться
компромиссного решения этой проблемы.

По указанным причинам для выявления де-
талей анализируемых нелинейных волновых про-
цессов ПЧВ целесообразно применять совмес-
тно с другими преобразованиями, например, в
рамках системного спектрального анализа [9].

Выводы

1. Проведен чои–вильямс-анализ ряда не-
линейных волновых процессов. Выполнено
сравнение результатов, полученных при помо-
щи ПЧВ, ПВ и СФ. Продемонстрированы
преимущества и недостатки ПЧВ по сравне-
нию с ПВ и СФ, а также с НВП.

2. К преимуществам ПЧВ следует отнес-
ти возможность управления степенью интер-
ференции при сравнительно небольшом ухуд-
шении время-частотного разрешения.

3. Недостатками ПЧВ являются неравно-
мерное подавление интерференции вдоль оси
времени и вдоль оси частот, а также некото-
рое ухудшение время-частотного разрешения
при уменьшении влияния интерференции.

4. Нелинейные волновые процессы реко-
мендуется исследовать одновременно при
помощи ПЧВ, ПВ и СФ, потому что указан-
ные преобразования хорошо дополняют друг
друга.
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Чої–вільямс-аналіз нелінійних
хвильових процесів

О. В. Вишнивецький, О. В. Лазоренко,
Л. Ф. Чорногор

Проаналізовано низку нелінійних хвильових
процесів за допомогою перетворення Чої–
Вільямса, що належить до класу перетворень
Коена. Вивчено моделі ударних хвиль, класич-
ного солітона, солітона огинаючої, розв’язок
рівняння Бюргерса–Кротевега–де Вріза – “роз-
в’язок кентавр”, а також моделі кноїдальної
та пилкоподібної хвиль. Порівнюються резуль-
тати чої–вільямс-, вігнер- та фур’є-аналізa.
Показано, що вказані перетворення добре до-
повнюють одне одного та при спільному ви-
користанні дозволяють отримати більшу
кількість інформації про досліджувані сигнал
або процес.

The Choi–Williams Analysis
of the Non-Linear Wave Processes

O. V. Vishnivetsky, O. V. Lazorenko,
and L. F. Chernogor

The nonlinear wave process has been analy-
sed with the Choi–Williams transform which
belongs to the Cohen transforms class. The
models of shock waves, classical soliton, soli-
ton of envelope, solution of Burgers–Korteweg-
de Vries equation, i.e. the centaur solution, and
models of cnoidal and saw-tooth waves are
studied. The results of Choi–Williams-, Wigner-
and Fourier-analysis are compared. The afore-
said transforms are shown to well supplement
each other and when used together allow to
acquire more information about the investigated
signals or processes.


