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Задача о рассеянии плоской электромагнитной волны на двухпериодическом гиротропном
слое, однородном в поперечном направлении, сведена к решению дифференциальных уравнений
второго порядка относительно интегральных функционалов. Численные результаты рассматри-
ваются в квазистатическом приближении.

Введение

Новые композиционные материалы, основой
которых являются фотонные кристаллы, [1]
широко используются сегодня при разработ-
ке приборов и устройств, работающих в мил-
лиметровом и оптическом диапазонах длин
волн [2]. Примеры применения таких структур
хорошо известны в электронике, интегральной
оптике, акустооптике, спектроскопии, гологра-
фии и т. д. В то же время использование мате-
риалов с гиротропными свойствами позволяет
не только создавать на их основе фотонные
кристаллы, но также управлять их параметра-
ми с помощью внешнего подмагничиваю-
щего поля [3-6]. Плазма и ферриты являются
хорошо известными примерами сред с такими
свойствами соответственно диэлектрической
и магнитной проницаемостей. Аппаратура, ис-
пользующая такие ферритовые устройства, как
быстродействующие фазовращатели, пере-
ключатели, вентили, фильтры, линии задержки
и т. д., прочно вошла в арсенал технических
средств диапазона СВЧ. Исследование искусст-
венных сред на основе периодических струк-

тур, изготовленных из материалов, обладаю-
щих тензорными (гиротропными) свойствами,
перспективно для разработки устройств, совме-
щающих в себе полезные качества гиротроп-
ных и периодических сред с перестраивае-
мыми при помощи внешнего магнитного поля
характеристиками, таких, как пространствен-
ные фильтры, зеркала и т. д.

В статье мы рассматриваем многомодо-
вое решение задачи рассеяния плоской волны
на двухпериодическом ферромагнитном слое
методом интегральных функционалов, осно-
ванном на точных интегро-дифференциальных
уравнениях макроскопической электродинами-
ки [7]. В том случае, когда длина волны пада-
ющего поля сравнима с периодом облучаемо-
го слоя, результирующие матричные уравне-
ния имеют большие порядки и могут быть
решены только численно, что требует исполь-
зования больших компьютерных ресурсов.
Однако в случае длинноволнового приближе-
ния, т. е. когда период структуры намного
меньше длины волны и поле остается практи-
чески постоянным на всем ее периоде (такой
режим называется квазистатическим), для
получения решения достаточно рассматривать
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основную моду многомодового представления
поля. В этом случае решение задачи для ква-
зистатического режима может быть получе-
но аналитически.

Квазистатическая аппроксимация является
начальным этапом для многомодового анализа
периодических структур с анизотропными эле-
ментами. Кроме того, данные, полученные
с применением этой аппроксимации, могут быть
использованы для сравнения при отладке
компьютерной программы для решения много-
модовой задачи. Настоящая статья является
продолжением серии статей, посвященных ана-
лизу периодических структур при помощи ме-
тода интегральных функционалов, и является
этапом дальнейшего его развития. Метод при-
менялся ранее для решения трехмерных задач
рассеяния плоских волн на двухпериодических
магнитодиэлектрических структурах [8-10].

Постановка задачи. Метод решения

Рассмотрим рассеяние произвольно па-
дающей плоской волны на двухпериодичес-
кий гиротропный слой (ферромагнитный).
Геометрия задачи проиллюстрирована на
рис. 1. TM-волна, имеющая единичную амп-
литуду, падает из полупространства < 0z  под

произвольным углoм ϕ на двупериодический
бесконечный слой, расположенный в свобод-
ном пространстве. Мы полагаем, что α – это
угол между осью x и вектором магнитного
поля 0 ,H  лежащим в плоскости слоя. Перио-
дическая ячейка толщиной h является парал-
лелепипедом, xL  и yL   периоды слоя
в направлениях x и y соответственно.

Тензоры, характеризующие гиротропные
среды, могут быть записан как
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где ε, gε  и zε  – компоненты тензора относи-
тельной диэлектрической проницаемости, а μ,

,gμ  и zμ  – компоненты тензора относитель-
ной магнитной проницаемости [11].

Эквивалентные электрический и магнитный
токи поляризации на каждом сегменте ферро-
магнитной ячейки (сегменты обозначены раз-
личной штриховкой на рис. 1) связаны с элек-
трическим и магнитным полями с помощью
следующих выражений:

Рис. 1. Падение TM-волны на двухпериодический гиротропный слой
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Здесь jfε  – относительная диэлектрическая
проницаемость соответствующего сегмента
слоя, j и f – номера сегментов ячейки вдоль
осей x и y соответственно.

Данная трехмерная векторная задача ре-
шалась методом интегральных функционалов.
Набор первоначальных интегральных уравне-
ний в частотной области может быть записан
в общем виде [7]:
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Здесь ( ) ( )expG r r ik r r r r′ ′ ′− = − −  есть
скалярная функция Грина свободного простран-
ства, 0 ( )E r  и 0 ( )H r  – электрические и маг-
нитные компоненты падающего поля, 0k  –
волновое число в свободном пространстве,
V – объем рассеивателя, r  и r′  обозначают
положение точек наблюдения и источника
соответственно. Временная зависимость поля
предполагается в виде exp( ).i t− ω  Если r
расположена внутри объема интегрирования
V, то эти выражения становятся связанными
интегральными уравнениями, которые опреде-
ляют внутренние поля через падающее поле.
Если r  расположена вне объема, то (2) опре-
деляют выражения для рассеянных структу-
рой полей.

Как следует из теоремы Флоке, поле в
каждой ячейке структуры может быть пред-
ставлено в виде ряда пространственных гар-
моник [12]. Следуя методу Галеркина, мы
действуем линейным оператором на уравне-
ния (2),
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и получаем набор линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициента-
ми для функционалов поля:
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где jf
rsF  – это амплитуды гармоник Флоке; r, s

и q, p – номера гармоник.
Общее решение полученной системы ли-

нейных неоднородных дифференциальных
уравнений есть сумма ее частного реше-
ния и решения соответствующей системы
однородных дифференциальных уравнений.
Частное решение ищется в виде свободно-
го члена, определяемого падающим полем:
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где δ – символ Кронекера. Мы ищем решение
системы однородных дифференциальных урав-
нений в виде ( ) ( )
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ственные значения и собственные векторы
структуры соответственно. Используя выра-
жения, связывающие компоненты поляриза-
ционного тока на различных сегментах (kl
и mn), полученные суммированием уравнений
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мы получаем систему матричных однород-
ных дифференциальных уравнений второго
порядка с постоянными коэффициентами. Для
решения системы находятся собственные
числа и собственные вектора матричного
уравнения
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Индексы r, s, и q, p опущены для упрощения
записи; I есть единичная матрица;
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квадратные матрицы, M есть общее число
сегментов ячейки. В результате, интеграль-
ные функционалы могут быть представлены
в виде:
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Здесь ,x yN N N=  а xN  и yN  – число учиты-
ваемых пространственных гармоник, распро-
страняющихся в направлениях x и y соответ-
ственно, { , , }.x y zζ∈  Для того чтобы найти
неизвестные коэффициенты ,jC  нам нужно
принять во внимание факт отсутствия элект-
ромагнитного поля внутри рассеивающей
структуры, когда она не облучается падаю-
щим полем [9]. После нахождения неизвест-
ных коэффициентов мы можем определить
внешнее рассеянное поле. Решение задачи для
TE-волны может быть получено аналогичным
образом.

Ограничившись длинноволновым приближе-
нием, можно получить аналитическое реше-
ние задачи. Длинноволновое решение приме-
нимо в случае, когда ( ) 0 1x yL λ  0(λ  – длина
волны в свободном пространстве), т. е. разло-
жение поля ограничивается только нулевой
гармоникой, и выражения для прошедшего и
отраженного полей значительно упрощаются.
В качестве примера мы приводим выражения
для прошедшего магнитного поля в квазиста-
тическом приближении:

( )( ) 4

1
( , , ) ( )

4

x y z
j

i k x k y k z h
htr

x j j z
jz

eH x y z C e ik
k

+ + −
η

=
= η + ×∑

{ }2
, , , , ,(1 ) ,e e m m m

z y j y z j x x j x y y j x z z jk W k W k W k k W k k W× − + + − − −

( )( ) 4

1
( , , ) ( )

4

x y z
j

i k x k y k z h
htr

y j j z
jz

eH x y z C e ik
k

+ + −
η

=
= η + ×∑

{ }2
, , , , ,(1 ) ,e e m m m

z x j x z j x y x j y y j z y z jk W k W k k W k W k k W× − − + − −

( )( ) 4

1
( , , ) ( )

4

x y z
j

i k x k y k z h
htr

z j j z
jz

eH x y z C e ik
k

+ + −
η

=
= η + ×∑

{ }2
, , , , ,(1 ) .e e m m m

y x j x y j z x x j z y y j z z jk W k W k k W k k W k W× − + − − + −

Здесь sin sin ,xk = − ϕ α  sin cos ,yk = ϕ α
2 21z x yk k k= − −  нормированы на k; jη  – соб-

ственные числа и ( )
,
e m
jWζ  – соответствующие
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собственному числу компоненты собственно-
го вектора.

Численные результаты

Для подтверждения достоверности полу-
ченного решения, используя описанный выше
метод, мы решили задачу рассеяния плос-
кой ТЕ-волны на слое намагниченной плаз-
мы и построили зависимости абсолютной ве-
личины компоненты xE  прошедшего поля
от отношения параметров слоя ,gε ε  кото-
рые полностью графически совпали с за-
висимостями [11]. Зависимости представле-
ны на рис. 2. Каждое значение gε ε  было
посчитано при разных значениях толщины
слоя в соответствии с аппроксимирующей
формулой g ghλ ⎡ ⎤θ = π μ ε −ε − ε + ε⎣ ⎦  [11],
где μ – относительная магнитная проницае-
мость слоя; hλ  – толщина слоя, нормированная
на длину волны; θ – угол фарадеева вращения
при нормальном падении линейно поляризован-
ной волны на слой намагниченной плазмы; ε и
gε  – компоненты тензора относительной диэ-

лектрической проницаемости (1), характеризу-
ющего среду слоя намагниченной плазмы.

На рис. 3 представлены зависимости нор-
мированных мощностей волны, прошедшей

Рис. 2. Компонента xE  прошедшего поля как
функция gε ε  при нормальном падении плос-
кой ТЕ-волны на слой намагниченной плазмы,

2 ,−θ = π  g 5 :ε =  –––  – 10;ε =  – · –  – 5;ε =
 – – –  – 2;ε =  – ·· –  – 1,01ε =

Рис. 3. Зависимости нормированной мощнос-
ти прошедшего поля trP  ( a) и б) ) и фарадеева
вращения ψ (в) от толщины слоя для разных коэф-
фициентов заполнения ячейки S  (–––   – S 1;=
– · –   – S 0.96;=  ·····   – S = 0.81) при нормальном
падении плоской ТМ-волны:  a) – на слой диэлект-
рика с параметрами z 1,μ = μ =  g 0,μ =  10;ε =
б) и в) – на слой ферромагнетика MnOZnOFe2O3
с  параметрами  z 1,μ = μ =  g 0.2,μ =  10.ε =
Частота падающей TM-волны 10f 2 10= ⋅  Гц,

0α = °
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через периодически перфорированные слои
диэлектрика (a), ферромагнетика (б), и зави-
симости фарадеева вращения (в) от толщи-
ны слоя при падении TM-волны. Каждая кри-
вая соответствует фиксированному значению
коэффициента заполнения S поляризационно-
независимой квадратной ячейки с квадрат-
ным отверстием. В квазистатическом режи-
ме коэффициенты рассеяния не зависят от
размера периодической ячейки, но зависят
от коэффициента заполнения, который опре-

деляется как 
11

1 .yx

x y

bbS
L L

= −  Мы сравнили ха-

рактеристики рассеяния периодически перфо-
рированного изотропного слоя с данными, по-
лученными строгим методом с учетом нерас-
пространяющихся гармоник для ( ) 0 0.1.x yL λ =
При совпадении формы кривых максимум рас-
хождения результатов составлял не более 15 %.
Из приведенного рисунка видно, что при ма-
лых изменениях коэффициента заполнения
(S уменьшается от 1 до 0.81), характеристики
прошедшего поля изменяются значительно как
для ферромагнитного (б) и диэлектрического
(a) слоев, так и для угла вращения плоскости
поляризации (в). При этом зависимость мощ-
ности прошедшей волны от толщины анизот-
ропного слоя носит более нетривиальный
характер (рис. 3, б). Это позволяет оптимизи-
ровать определенные характеристики для ги-
ротропных перфорированных материалов при
помощи подбора соответствующих коэффи-
циентов заполнения. Сравнение результатов,
относящихся к углу фарадеева вращения для
сплошного ферромагнитного слоя (сплошная
линия, рис. 3, в), с данными [13] показали гра-
фическое совпадение.

На рис. 4 представлены зависимости нор-
мированных мощностей волны, прошедшей
через периодически перфорированные слои
диэлектрика (a) и ферромагнетика (б), от угла
падения ТМ-волны при различных коэффи-
циентах заполнения ячейки. Толщина слоя
для каждой кривой соответствует пику про-
хождения, обозначенному крестами на рис. 3, б.
Следует заметить, что полное прохождение на-
блюдается только в случае падения TM-вол-
ны на слой диэлектрика под углом Брюстера
(рис. 4, a). Зависимость мощности прошед-

шего поля от угла падения волны на анизот-
ропный ферромагнитный слой выглядит
сложнее. Несмотря на тот факт, что  и здесь
при угле падения, отличном от нормального,
наблюдается мощность близкая к единице
(рис. 4, б), определенный эффект, связанный
с анизотропией, был обнаружен при рассмот-
рении зависимостей мощности компонент про-
шедшего магнитного поля ,txH  t

yH  и t
zH  от

угла падения плоской волны на ферромагнит-
ный слой (рис. 5). А именно величина кросс-
компоненты t

yH  (рис. 5, б), появляющейся
в результате фарадеева вращения и имеющей

Рис. 4. Зависимости нормированной мощнос-
ти прошедшего поля для разных коэффициен-
тов заполнения ячейки (–––   – S 1;=  – · –   –
S 0.96;=  ····· – S = 0.81)  от угла падения плос-
кой  ТМ-волны: а) – на слой диэлектрика с пара-
метрами z 1,μ = μ =  g 0,μ =  10;ε =  б) – на слой
ферромагнетика MnOZnOFe2O3 с параметрами

z 1,μ = μ =  g 0.2,μ =  10.ε =  Частота падающей
TM-волны 10f 2 10= ⋅  Гц, 0α = °
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максимальное значение при нормальном па-
дении волны, вносит незначительный вклад
в мощность прошедшего поля при угле Брюс-
тера, соответствующем максимальной вели-
чине мощности прошедшего поля при угле па-
дения, отличном от нормального. Такого рода
эффекты необходимо учитывать, а возможно,
и применять при проектировании СВЧ прибо-
ров, использующих в качестве рабочего ком-
понента элемент, сделанный из перфорирован-
ного гиротропного материала.

Выводы

Таким образом, решена задача дифрак-
ции плоской волны на двухпериодическом ги-
ротропном слое методом интегральных функ-
ционалов. Рассмотрено квазистатическое при-
ближение, полученное из многомодового ре-
шения. Исследованы эффекты, связанные
с изменением коэффициентов прохождения об-
лучаемого гиротропного слоя при изменении
толщины слоя, угла падения волны на слой
и коэффициента заполнения ячейки периоди-
чески модулированного слоя.
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Квазістатичне наближення
для розсіяння плоскої хвилі

на двоперіодичному гіротропному шарі

В. В. Ячін, T. Л. Зіненко,
В. К. Кисельов

Задачу про розсіяння плоскої електромаг-
нітної хвилі на двоперіодичному гіротропному
шарі, однорідному у поперечному напрямі,
зведено до розв’язання диференційних рівнянь
другого порядку відносно інтегральних функ-
ціоналів. Числові результати розглядаються
у квазістатичному наближенні.

Quasi-Optical Approximation for Plane
Wave Scattering by Two-Periodical

Gyrotropic Layer

V. V. Yachin, T. L. Zinenko,
and V. K. Kiseliov

Electromagnetic wave scattering by a two-
periodic gyrotropic layer homogeneous in trans-
verse direction has been reduced to solving the
second order differential equations with respect
to integral functionals. The numerical results are
considered in quasi-static approximation.


