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Получено выражение для флуктуационного поля, рассеянного статистически шероховатой
плоскостью, в виде главного члена асимптотического разложения по большому параметру, опре-
деляющему волновую зону относительно точки источника и точки наблюдения.

Асимптотика равномерна по отношению к высотам этих точек над рассеивающей поверхнос-
тью и может служить отправным пунктом при определении энергетических характеристик флук-
туационного поля в ближней зоне поверхности.

Введение

Теоретические исследования по рассеянию
волн малыми случайными неровностями поверх-
ности раздела проводятся уже более полувека,
однако результаты исследований по рассеянию
в ближней зоне малочислены и не обладают
достаточной общностью. Во многих работах
по радиолокации взволнованной морской повер-
хности используется удельное сечение рассея-
ния, полученное Барриком [1] для малой рассе-
ивающей площадки, в пределах которой можно
пренебречь кривизной фазового фронта сфери-
ческой волны. Неадекватность такой модели
для площадки, формируемой диаграммой на-
правленности локатора, очевидна: в дальней
зоне локатора значение френелевского парамет-
ра для апертуры антенны ( )2 1ka R  (а –
размер апертуры антенны; 2 ,k = π λ  где λ –
длина волны; R –дистанция), угловой размер
диаграммы направленности ~ ,aλ  а попереч-
ный размер ~ .L R aλ  Величина соответству-
ющего параметра Френеля рассеивающей пло-
щадки ( ) ( ) 12 2 2~ 4 1kL R ka R

−
π  означает

необходимость учета кривизны фазового фрон-
та в ее пределах.

Содержащаяся в монографии [2] (§ 10)
модель рассеяния также ограничена по ряду
причин:

а) расчет проводится для мягкой и жест-
кой поверхности;

б) остается под вопросом применимость
результатов расчета к описанию рассеяния
реальной поверхностью;

в) введение “зоны разделения спектров”
для непериодической поверхности ставится под
сомнение самими же авторами в подстроч-
ном замечании на с. 107.

Таким образом, исследование рассеяния в
ближней зоне поверхности по-прежнему явля-
ется актуальной задачей, крайне важной для
практических целей.

Интегральное представление
флуктуационного поля

Поставим своей целью получение представ-
ления рассеянного поля, не накладывающего
жестких ограничений на высоту корреспонди-
рующих пунктов и размеры рассеивающей пло-
щадки, а следовательно, и величину френелев-
ского параметра. В частности, при рассеянии
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неограниченной поверхностью ( )L→ ∞  этот
параметр неограничен для любой точки наблю-
дения, находящейся на конечном расстоянии
( )R < ∞  от поверхности.

Как отмечалось нами ранее [3], метод ма-
лых возмущений в теории рассеяния волн слу-
чайными неровностями поверхности на самом
деле означает три варианта метода возмущений,
различающихся областями применимости. Наи-
более общий из них – приближение Крейчна-
на [4], согласно которому  рассеянное (флуктуа-
ционное) поле ( )2u R  в точке 2R  в момент вре-
мени t (временная зависимость 0i te− ω  опущена)
выглядит следующим образом:

( ) ( )
2 2

2 1 22
2 2

1d d
4 S z

iu R r k
k k k⊥

⊥

= − ×
π + η∫∫ ∫∫

( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 1

1

1 1 1
0
.zi k r r k z z

z
e L U⊥⎡ ⎤− + −⎣ ⎦

=
× ς (1)

Здесь

( ) 11 1 1 0zL U =ς =

1

1 1 1 1 0 1
1 0

;
z

ik U
z

=

⎧ ⎫⎛ ⎞∂⎪ ⎪= ∇ ς ⋅∇ − ς + η⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
(2)

( )1 1U U R=  – среднее поле в точке

1 1 1( , );R r z=  1
1 1

x yi i
x y
∂ ∂∇ = +

∂ ∂
 – градиент по

переменным 1,x  1y  в средней плоскости S
(рис. 1); 1 1( )z r= ς = ς  – случайные неровности
рассеивающей поверхности, причем среднее
значение 1 0z z= =  образует плоскость S;
0 constη =  – импеданс невозмущенной (глад-

кой) поверхности; ( )2k ⊥η  – эффективный им-
педанс среднего поля, являющийся решением
интегрального уравнения [4]:

( ) ( )
( )

2 22
2 0 d

z

W k
k

k k

∞
⊥

⊥
−∞

− χση = η + χ ×
χ + η χ∫ ∫

( )2 2 2
2 0 2 2 0 .zk k k k k k k⊥ ⊥ ⊥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − χ − η η − χ + η χ⎣ ⎦⎣ ⎦
(3)

Экспоненты в (1) с различными компонен-
тами 2k ⊥  в плоскости 0z =  образуют совокуп-
ность плоских однородных ( )2k k⊥ ≤  и неодно-
родных ( )2k k⊥ >  волн с проекциями волново-
го вектора на ось oz, равными 2 2

2 ,zk k k ⊥= −
Im 0.zk ≥  Здесь 0k c= ω  – волновое число,
0ω  – частота, c – фазовая скорость волны.
В формуле (3) ( )2

2W k ⊥σ − χ  – простран-
ственный энергетический спектр неровностей,

2 2 ,z kχ = − χ  Im 0,zχ ≥  2 2σ = ς  – диспер-
сия неровностей.

Решение (3) методом итераций, где в пра-
вой части в качестве нулевого приближения
берется ( )2 0( ) ,k ⊥η χ = η = η  приводит к выра-
жению, обладающему свойством симметрии:

( ) ( )2 2 ,k k⊥ ⊥η − = η (4)

что является следствием симметрии
( ) ( )W K W K− =  для вещественного поля слу-

чайных неровностей [4].
Для точечного источника, расположенного

в точке 0 0 0( , )R r z=  среднее поле, создавае-
мое им в точке 1 1 1( , )R r z=  над шероховатой
поверхностью, [4]

Рис. 1. Геометрия рассеяния
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( ) 1 0( )2
1 1

1d
2

ik r r

z

iU U R k e
k

⊥

∞
−

⊥
−∞

≡ = ×
π ∫ ∫

( ){ }1 0 1 0( ) ( ) .z zik z z ik z ze V k e− +
⊥× + (5)

Здесь 2 2 ,zk k k⊥= −  Im 0,zk ≥  а коэффициен-
ты отражения плоских волн от плоской повер-
хности с эффективным импедансом ( ),k⊥η

( ) ( ) ( ) ,z zV k k k k k k k⊥ ⊥ ⊥
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − η + η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (6)

удовлетворяют соотношениям:

( ) ( )1 2 ,z zV k k k k k⊥ ⊥
⎡ ⎤+ = + η⎣ ⎦ (7)

( ) ( ) ( )1 2 .zV k k k k k k⊥ ⊥ ⊥
⎡ ⎤− = η + η⎣ ⎦ (8)

Приняв во внимание (7), (8), после неслож-
ных преобразований (1) и (5) можно записать
в виде:

( ) ( )
1

2
2 1 12 1 1 12

0

1 d ,
4 S z

u R r I L U
=

= − ς
π ∫∫ (9)

01 01

1 01 01
01 01

.
ikR ikRe eU I I
R R

′

′≡ = + +
′

(10)

12 12

12 12
12 12

.
ikR ikRe eI I
R R

′

′= + +
′

(11)

При этом мы воспользовались разложе-
нием Вейля ([5], c. 215) по плоским неодно-
родным волнам,

2 ( )1d ,
2

z

ikR
i k r k z

z

e i k e
R k

⊥

∞
+

⊥
−∞

=
π ∫ ∫

(12)
( , ),R r z=              0,z ≥              Im 0,zk ≥

и ввели обозначения: 01 1 0 12 2 1, ,R R R R R R= − = −
01 1 0 ,R R R′ ′= −  12 2 1,R R R′ ′= −  а 0 0 0( , ),R r z′ = −
1 1 1( , )R r z′ = −  – радиус-векторы зеркальных от-

ражений источника и точки рассеяния в плос-
кости 0.z =

Для величин 01I ′  и 12I ′  имеем следующие
выражения:

( ) 1 0 1 0( ) ( )2
01

1d 1 ,
2

zi k r r k z z

z

iI k V k e
k

⊥
∞

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦
⊥ ⊥

−∞

⎡ ⎤′ = −⎣ ⎦π ∫ ∫
(13)

( ) 2 2 1 2 2 1( ) ( )2
12 2 2

2

1d 1 .
2

zi k r r k z z

z

iI k V k e
k

⊥
∞

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦
⊥ ⊥

−∞

⎡ ⎤′ = −⎣ ⎦π ∫ ∫
(14)

Здесь учтено, что условие 1 0z →  приво-
дит к 12 12.R R′ →

Таким образом, определение рассеянного
(9) и среднего (10) полей требует вычислений
величин (13), (14).

Асимптотические представления ′ ′01 12,I I
в волновой зоне ′ ′01 12( , 1)kR kR

Введем сферическую систему координат,
экваториальная плоскость которой совпадает
с 0,z =  т. е. с поверхностью S, а направление
полярной оси с осью oz. В этой системе

( )01 01 01 01 01 01 01 01 01sin cos , sin sin , cos .R R R R= θ ϕ θ ϕ θ
(15)

Для вектора 12R  соответствующие сфери-
ческие координаты – 12 ,R  12 ,θ  12;ϕ  для 01R′  и
12R′  соответствующие координаты пометим

штрихами. Волновой вектор k  имеет вид:

( )sin cos , sin sin , cos .z zk k i k k k k⊥= + = θ ϕ θ ϕ θ
(16)

Для вектора 2 2 2z zk k i k⊥= +  сферические
координаты – k, 2 ,θ  2 ,ϕ  причем их области
изменений
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20 , 2 ;≤ ϕ ϕ ≤ π

20 , ;
2
π≤ θ θ ≤ (17)

2, .
2 2
iπ π− ∞ ≤ θ θ ≤

Углы θ, 2θ  принимают комплексные значе-
ния вдоль ломаной линии, определяемой нера-
венствами (17).

При этом выражения (13) и (14) имеют вид
(ср. [5], c. 216; [6]; [7]; [8]):

[ ]
22

01
0 0

d sin d ( , ) 1
2

i
ikI V

π− ∞ π

′ = θ θ ϕ θ ϕ − ×
π ∫ ∫

01 01 01 01sin cos( ) cos cos ,ikr ikRe e′ ′ ′ ′θ ϕ−ϕ θ θ× (18)

[ ]
22

12 2 2 2 2 2
0 0

d sin d ( , ) 1
2

i
ikI V

π− ∞ π

′ = θ θ ϕ θ ϕ − ×
π ∫ ∫

12 2 2 12 12 2 12sin cos( ) cos cos .ikr ikRe e′ ′ ′ ′θ ϕ −ϕ θ θ× (19)

Здесь 01 01 01sin ,r R′ ′ ′= θ  12 12 12sin ,r R′ ′ ′= θ  а ве-
личины ( , )V θ ϕ  и 2 2( , )V θ ϕ  получены перехо-
дом в выражениях для ( ),V k⊥  ( )2V k ⊥  к сфе-
рическим координатам векторов k⊥  и 2 .k ⊥

Обозначим

2 ( , )( , ) ( , ) 1 .
cos ( , )Vf V − η θ ϕθ ϕ ≡ θ ϕ − =

θ + η θ ϕ
(20)

Симметрия соотношения (4) означает сим-
метрию ( , )Vf θ ϕ  по отношению к заменам

,θ → −θ  либо ϕ → ϕ ± π  (такие замены приво-
дят к ) :k k⊥ ⊥→ −

( , ) ( , ) ( , ).V V Vf f f−θ ϕ = θ ϕ ± π = θ ϕ (21)

Воспользуемся разложением (см. [9], c. 987)

01 01cos( ) ( )( )ip imm
m

m
e i J p e

∞
′ ′ϕ−ϕ ϕ−ϕ

=−∞
= =∑

01( )( ) ,imm
mi J p e ′− ϕ−ϕ= ∑ (22)

где 01 sin ,p kr′= θ  и соотношениями (см. [10],
c.180, с.183):

(1) (2)
2 2 2

1( ) ( ) ( ) ,
2m m mJ p H p H p⎡ ⎤= +⎣ ⎦ (23)

(2) 2 (1)
2 2( ) ( ).i i m
m mH pe e H p− π π= − (24)

Тогда интегрирование по ϕ выражения (18)
приводит к результату:

01

2
2

01
0

( 1) d sin
2

i

i mm

m

ikI e

π− ∞
∞

′ϕ

=−∞

⎡
⎢′ = − θ θ×⎢
⎢⎣

∑ ∫

01 01cos cos (1)
2 2( ) ( )ikR
m me H p C′ ′θ θ× θ −

01 01

2
cos cos (1)

2 2
0

d sin ( ) ( ) ,
i

ikR
m me H p C

π− + ∞

′ ′θ θ

⎤
⎥− θ θ −θ ⎥
⎥⎦

∫

(25)

где 
2

2

2
0

1( ) ( , )d
2

i m

m VC e f
− ϕ

π

θ = θ ϕ ϕ
π ∫  – коэффи-

циенты разложения ( , )Vf θ ϕ  в ряд Фурье по ϕ,
учитывающие симметрию преобразования

.ϕ → ϕ ± π  Для волновой зоны 01 1kR′  и
обычным для метода перевала [5], [6], [8] яв-
ляется ограничение первым членом в асимп-
тотическом разложении

2
(1) 4
2

2 16 1( ) ( 1) 1 ... ,
8

i p
m

m
mH p e i

p p

π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎧ ⎫−≈ − + +⎨ ⎬π ⎩ ⎭
(26)

справедливое при слабой зависимости ( , )η θ ϕ
от ϕ. Подстановка (26) в (25) приводит к ре-
зультату:
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2
4

01
01

2

d sin
2

i
i

i

RI e
r

π− ∞π

π− + ∞

′ = θ θ ×
′π ∫

[ ] 01 01cos( )
01( , ) 1 .ikRV e ′ ′θ−θ′× θ ϕ − (27)

При этом учтено, что 01 sin ,p kr′= θ  где
01 01 01sin ,r R′ ′ ′= θ  и разложение Фурье

012
01 01 2( , ) ( , ) 1 ( ) .i m

V m
m

f V C e
∞

′ϕ

=−∞

′ ′θ ϕ = θ ϕ − = θ∑
(28)

Таким образом, в волновой зоне интегри-
рование по ϕ отбирает в разложении только те
волны, азимутальное направление которых со-
впадает с направлением 01′ϕ  вектора 01.R′

Аналогичным образом в волновой зоне
12( 1)kR′  можно получить

2
4

12 2 2
12

2

d sin
2

i
i

i

kI e
r

π− ∞π

π− + ∞

′ = θ θ ×
′π ∫

[ ] 12 2 12cos( )
2 12( , ) 1 .ikRV e ′ ′θ −θ′× θ ϕ − (29)

Интегралы (27) и (29) в комплексной плос-
кости углов являются типичными для задачи о
поле точечного источника над плоскостью
раздела [5], [6], [8] с одним осложнением –
зависимостью импеданса от угла θ или 2θ
соответственно. Точных методов вычисления
таких интегралов не существует, однако в вол-
новой зоне достаточно эффективным асимпто-
тическим методом является метод перевала.

Метод перевала для интегралов ′01,I  и ′12I

Метод перевала с разной степенью подроб-
ностей, необходимых для нашей цели, содер-
жится в монографиях [5], [6], [7], [8]. Наиболее
детально он изложен в [8]. Однако выбор коор-
динатных систем в этой работе отличается от
используемого нами и в [5], [6], [7], а вслед-

ствие этого отличие и в конформных отображе-
ниях комплексных плоскостей делает необходи-
мым краткое изложение этого метода с исполь-
зованием некоторых деталей из [5], [6], [7].
Решение задачи о поле точечного источни-
ка вблизи импедансной плоскости в [7] дано
лишь схематически, а в [5] в самом начале
§ 20 (с. 236) допущение о характере решения

0 0sin ~1,
2
π⎛ ⎞θ θ ≈⎜ ⎟⎝ ⎠

 делает полученные резуль-

таты неприменимыми для произвольного рас-
положения источника и точки наблюдения. Во
второе издание монографии в 1973 г. данное
решение в общем виде не вошло, по-видимому,
по этой причине.

Переход от комплексной плоскости k⊥  к
плоскости θ требует однозначного определе-
ния 2 2

zk k k⊥= −  на этой плоскости. Одно из
условий, определяющих такой выбор, –

0,zk >    если   ,k k k⊥− < < (30)

при действительном 0k >  (см. [6], c. 27). Тре-
бование ограниченности подинтегрального вы-
ражения (13) при 1 0zk z z⋅ + → ∞  приводит ко
второму условию –

Im 0,zk > (31)

для всех допустимых комплексных значе-
ний .k⊥

Для полного определения двузначной фун-
кции zk  необходимо ввести двулистную рима-
нову поверхность комплексной переменной ,k⊥
переход с одного листа которой на другой осу-
ществляется по линии разреза. Выбор ее опре-
деляет расположение областей на комплекс-
ной плоскости ,k⊥  которым отвечают значе-
ния корня с Im 0zk >  и Im 0zk <  (см. [6], с. 28).

Используемое в наших вычислениях пре-
образование

sink k⊥ = θ (32)

отображает всю плоскость k⊥  на любую из по-
лос шириной 2π  на плоскости θ в силу перио-
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дичности sin .θ  Обратная функция ( )arcsin zk k
многозначна на плоскости k⊥  с точками ветвле-
ния, определяемыми из равенства

d cos 0.
d
k k⊥ = θ =
θ

Точки ветвления первого порядка располо-
жены при .k k⊥ = ±

Представив ,r iiθ = θ + θ  где rθ  и iθ  – дей-
ствительная и мнимая части θ, для r ik k ik⊥ ⊥ ⊥= +
из (32) получим:

sin ch ,r r ik k⊥ = θ θ       cos sh .i r ik k⊥ = θ θ (33)

Четыре квадранта плоскости k⊥  отобра-
жаются (рис. 2) на четыре полуполосы, соот-
ветствующие (33) и образующие полосу

,
2 2r
π π− ≤ θ ≤  .i−∞ ≤ θ ≤ ∞  Эти области перио-

дически повторяются на плоскости θ при из-
менении rθ  на величину кратную 2 .π

Проведем разрезы на плоскости k⊥  вдоль
вещественной оси от k−  до −∞  и от k+  до
+∞  и положим

2 2 coszk k k k⊥= − = + θ =

(cos ch sin sh ).r i r ik i= θ θ − θ θ (34)

Поскольку zk k=  при 0,k⊥ =  выбор такого
знака отвечает отображению точки 0zk =  в
точку 0.θ =  При этом полоса 

2 2
π π− ≤ θ ≤  от-

вечает верхнему листу римановой поверхнос-
ти, на которой Re 0,zk >  причем Im 0zk >  в
областях 2 и 4, Im 0zk <  в областях 1 и 3.
Любая соседняя полоса шириною π на ком-
плексной плоскости θ может представлять
второй лист римановой поверхности. Рис. 2
и рис. 3 иллюстрируют соответствие облас-
тей при таком отображении.

Выражение 01( , ),Vf ′θ ϕ  задаваемое соотно-
шением (20), имеет полюс в точке ,pθ = θ  ко-
торая определяется условием обращения
в нуль выражения

01cos ( , ) 0.′θ + η θ ϕ = (35)

Для малых значений импеданса ( )1η
возможно решение (35) итерационным методом.
Взяв в качестве нулевого приближение ,

2p
πθ ≈

в следующем приближении имеем

01cos , .
2p
π⎛ ⎞′θ = −η ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠

(36)

Для физически реализуемых импедансов
Re 0.η >  Следовательно, pθ  лежит либо в по-

Рис. 2. Комплексная плоскость k⊥ Рис. 3. Комплексная плоскость θ
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лосе , ,
2
π⎛ ⎞π⎜ ⎟⎝ ⎠

 либо ,
2
π⎛ ⎞−π −⎜ ⎟⎝ ⎠

 вблизи веще-
ственной оси. Второе значение можно не при-
нимать во внимание [8], поскольку удаленность
его от перевального пути приводит к экспо-
ненциально малому вкладу. Остается значение

,
2p p
πθ = + Δθ  причем 01sin , .

2p
π⎛ ⎞′− Δθ = −η ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠

Отсюда

01, .
2 2p
π π⎛ ⎞′θ ≈ + η ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠

(37)

Опуская для краткости обозначений аргу-
мент импеданса, для действительной prθ  и мни-
мой piθ  частей θ имеем

,
2pr r
πθ = + η                      .pi iθ = η (38)

Быстрые изменения подинтегрального выра-
жения (27) обеспечивает также при изменениях
θ и условии 01 1kR  экспонента 01 ( ) ,kR fe ′ θ  где

01( ) cos( ).f i ′θ = θ − θ (39)

Стационарная точка 01s ′θ = θ  определяется
из условия

01
d sin( ) 0,
d

s

f i
θ

′= − θ − θ =
θ

(40)

причем ( ) cos .sf i iθ = =  Согласно методу пе-
ревала вводим новую переменную s соотно-
шением 2( ) ( ) ,sf f sθ − θ =  откуда

4 012 sin .
2

is e π ′θ − θ= ± (41)

Перевальный путь определяется из условия

Im ( ) Im ( ) 1.sf fθ = θ = (42)

Из (41) получаем:

1
4

0

d d 2 .
d d

s

i

S

s e
s

−
π

= θ

θ ⎛ ⎞= = ±⎜ ⎟θ⎝ ⎠
(43)

Аргумент (43) вблизи sθ = θ  должен совпа-
дать с аргументом .sθ − θ  Следовательно, в
(41) и (43) следует взять верхний знак “+”.

Из уравнения перевального пути (42) полу-
чаем

01cos( )ch 1,r i′θ − θ θ = (44)

или

01 arccos(sch ).r i′θ − θ = θ (45)

При iθ → ±∞  контур имеет две асимптоты
01 2 ,r ′θ − θ = ±π  как это изображено на рис. 4.

Преобразование первоначального контура и
перевального можно проследить с помощью
преобразования (41) плоскости θ в плоскость s.
Точки ветвления 42 i

вs s e π= ± = ±  и разрезы
показаны на рис. 5, взятом из книги [6] (c. 481).

Точка полюса 
2p
πθ ≈ + η  переводится в

точку ps s=  согласно соотношению

Рис. 4. Контуры интегрирования в плоскости θ:
начальный P,  деформированный zP
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0142 sin .
2

pi
ps e π ′θ − θ

= (46)

Воспользовавшись (46), для малых импе-
дансов ( )1η  можно получить [8]

1 24
01 011 cos 1 sin .i

ps e π ⎡ ⎤′ ′≈ + η θ − − η θ⎣ ⎦ (47)

Если ввести угол скольжения

01 01,2
π′ ′ψ = − θ (48)

то можно показать [8], что Im 0ps <  при ус-
ловии

01i r ′η > η + ψ         и       arg 4,η < − π (49)

т. е. импеданс должен быть “сильноиндуктив-
ным”. В таком случае при деформации исход-
ного контура в перевальный пересекается точ-
ка полюса, поэтому к интегралу по контуру
наибыстрейшего спуска необходимо добавить
вычет в точке .ps s=

Для слабоиндуктивных и емкостных им-
педансов arg 4 ,η > −π  и контур интегрирова-
ния при деформации не пересекает полюса,

поскольку тот лежит в верхней полуплоскости
(Im 0).ps >

Из условия (49) вытекает малость угла
скольжения, при котором Im 0ps <  в случае
arg 4 ,η < −π

01 кр 1.i r′ψ < ψ = η − η

Подытоживая, можно записать:

01 сп

0, если 0,

, если 0,
p

p

s
I I

Q s

>⎧⎪′ = + ⎨ <⎪⎩
(51)

где

01
1 0( )4

01

4 ,
2

p
ikr

ik z zi
p

k eQ i e e
r

′
− η +π= − πη

′π
(52)

( )01 01( , ) 2 , ,p p ′ ′η = η θ ϕ ≈ η π ϕ

а спI  – интеграл вдоль преобразованного кон-
тура наибыстрейшего спуска.

Величина Q описывает поверхностную вол-
ну (волну Ценнека), убывающую при удалении
от границы как 0 1( ) ,pik z ze− η +  а вдоль границы
как 011 .r′

Для интеграла спI  получается выражение

2
01

01
сп

01
( )d ,

kR s
ikR

p

k eI e s s
r s s

∞ ′−
′

−∞

= Φ
′π −∫ (53)

01

01 01

sin 2 ( , )( ) ( ).
cos ( , )cos

2

ps s s
′θ − η θ ϕΦ = −′θ − θ ′θ + η θ ϕ

(54)

Здесь ( )sθ = θ  обратная функция s из зависи-

мости (41), а 
1dd d

d
s s

−
⎛ ⎞θ = ⎜ ⎟θ⎝ ⎠

 из (43).

При переходе от θ к s мы умножили и раз-
делили подынтегральное выражение на

Рис. 5. Контуры интегрирования в плоскости s

2 :i 4 01
1,2s e sin

4 2
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

π θπ= + ±  начальный P ,′  де-

формированный P
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( ),ps s−  чтобы выделить в явном виде полюс
1( ) .ps s −−  Очевидно, что ( )sΦ  из (54) при этом

является регулярной функцией в точке ps s=
и может быть разложена по степеням s вбли-
зи точки перевала. Ограничиваясь главным
членом разложения, имеем

( ) (0) ...sΦ = Φ + ≈

01 01
01

01 01 01

2 ( , )sin ( ).
cos ( , ) ps

′ ′− η θ ϕ′≈ θ −
′ ′ ′θ + η θ ϕ

(55)

Здесь учтено, что 01′θ → θ  при 0.s→
Если умножить выражение под знаком интег-

рала на 1p

p

s s
s s

+
≡

+
 и учесть свойства его четно-

сти, то получим

2
01 01

2 01 01 01
сп 2 2

01 01 01 01

2 ( , ) d .
cos ( , )

ikR kR s

p
p

kR e eI s s
R s s

∞′ ′−

−∞

′ ′ ′η θ ϕ≈
′ ′ ′ ′θ + η θ ϕ π −∫

(56)

Введем обозначения:

01 ,kR s′ν =      01 ,p pkR s′ν =  –

и учтем соотношение (20). Тогда получим

[ ]
2

01 2

сп 01 2 2
01

1 ( , ) d .
ikR

p

p

e eI V
R

∞′ −ν

α
−∞

ν
′ ′= − θ ϕ ν

′ ν − νπ ∫ (57)

Можно показать [8], что интеграл в пра-
вой части (57) сводится к выражению, со-
держащему интеграл вероятности от комп-
лексного аргумента:

2 22( ) d ,p

p

i

p
p

I e e
∞⋅α

−ν ν

ν

πν = ν
ν ∫ (58)

где sgn Im sgn Im .p psα = ν =  Аналогичные ин-
тегралы в [5] (c. 241) и [6] (c. 496) могут

отличаться множителем i±  при переменной
интегрирования.

При наличии вычета θ в точке полюса объе-
динение его с спI  приводит к единому асимп-
тотическому представлению (см. [8], формулу
14.45), независимо от значения sgn Im :ps

[ ]
01 2 2

01 01 01
01

1 ( , ) 2 d .p

iikR

p
eI V e e
R

∞′
−ν ν

−∞

′ ′ ′= − θ ϕ ν ν
′ ∫ (59)

Подставим полученное выражение в фор-
мулу (27), а (27) в (10), проделав затем тож-
дественное преобразование: прибавим и выч-
тем в полученном выражении слагаемое

01

01 01
01

( , ).
ikRe V
R

′

′ ′θ ϕ
′

 В результате получим:

01 01

01 01 01
01 01

( , )
ikR ikRe eI V
R R

′

′ ′= + θ ϕ +
′

[ ]
01

01 01 01
01

1 ( , ) ,
ikReV W
R

′

′ ′ ′+ − θ ϕ
′

(60)

где

2 2

01 1 2 dp

p

i

pW e e
∞

−ν ν

ν

′ = + ν ν∫  – (61)

“множитель ослабления” на трассе 01.R′  Оче-
видно, что введенный таким образом “мно-
житель ослабления” совпадает с подобным
выражением для вертикальной компоненты
электрической напряженности поля, излучае-
мого вертикальным электрическим диполем
[8] (с. 105).

Аналогичным образом можно получить

12 12

12 12 12
12 12

( , )
ikR ikRe eI V
R R

′

′ ′= + θ ϕ +
′

[ ]
12

12 12 12
12

1 ( , ) .
ikReV W
R

′

′ ′ ′+ − θ ϕ
′

(62)
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Асимптотическое поведение “множителей
ослабления” 01W ′  и 12W ′  определяется величи-
ной соответствующих численных расстояний.
Для 01W ′

( )201 01 pw kR s′ ′= =

2
01 01 011 sin 1 cos .ikR ⎡ ⎤′ ′ ′= + η ψ − − η ψ⎢ ⎥⎣ ⎦ (63)

Напомним, что 01′ψ  – угол скольжения (48).
Выражение для 12w′  получается заменой

01 12R R′ ′→  и 01 12 122
π′ ′ ′ψ → ψ = − θ  в формуле (63).

Численные расстояния увеличиваются с ро-
стом угла скольжения, причем для 01 12 0′ ′ψ = ψ =
имеем

2
01 01 2,w ikR′ ′≈ η         2

12 12 2.w ikR′ ′≈ η (64)

Если же 01 12 2 ,′ ′ψ → ψ = π  то

01 01 1 1,w kR′ ′≈ + η 12 12 1 1.w kR′ ′≈ + η
(65)

В случае (64) могут реализовываться как
большие значения 01 ,w′  12 ,w′  так и малые в
зависимости от величины 01,kR′  12kR′  и мало-
сти 2 .η

Исключая случай “сильноиндуктивного”
импеданса (arg 4),η > −π  для множителя ос-
лабления можно получить [8] асимптотики:

01 01 011 ( )W i w O w′ ′ ′≈ + π +   при  01 1,w′ (66)

01
01 01

1 31 ...
2 2

W
w w

⎛ ⎞′ ≈ − + +⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠
  при  01 1.w′ (67)

Поведение 01I  и 12I  с изменением углов
падения (скольжения) прослеживается доста-
точно просто в предельных случаях. Если 01,′ψ
12 Br ,′ψ ψ  где Br ~ψ η  – угол Брюстера, то

01 12cos ,cos′ ′θ θ η  и  01 01 12 12( , ), ( , ) 1,V V′ ′ ′ ′θ ϕ θ ϕ →
а в формуле (60) множитель [1 ] 0.V− →  Кроме

того, реализуется случай (67). В результате
01I  и 12I  описывают “двухлучевую интерфе-

ренцию” луча от реального источника и умно-
женного на соответствующий коэффициент
отражения луча от зеркального источника.
В обратном случае 01 12 Br,′ ′ψ ψ ψ  имеем

01 12cos ,cos ,′ ′θ θ η  соответственно 01 01,R R′ →
12 12 ,R R′ →  01 01 12 12( , ), ( , ) 1,V V′ ′ ′ ′θ ϕ θ ϕ → −  а мно-

житель [1 ] 2.V− → +  В результате “прямой”
луч и “зеркальный” взаимно погашаются и
поле определяется переизлучением и ослаб-
лением поверхностью раздела.

Для подстановки (2) в (1) необходимо вы-
числить соответствующие производные от 01I
при 1 0.z =  Структура формулы (60) для 01I
такова, что основной вклад при дифференци-
ровании дают экспоненциальные множители:

01

1 01 0
01

ikR

z
eI ik
R= ⊥∇ ≈ α ×

{ }
1

01 01 01 01 0(1 ) (1 ) (1 ) ,zV V W O kR =
′ ′ ′ ′× + + − +

01

1

01
1 010

ikR

z
z

eI ik
z R=

∂ ≈ α ×
∂

( ){ }
1

01 01 01 01
0

( 1 ) (1 ) 1 ,
z

V V W O kR
=

′ ′ ′ ′× − + + − +

01

1

2
2 2

012
011 0

ikR

z
z

eI k
Rz =

∂ ≈ − α ×
∂

( ){ }
1

01 01 01 01
0

(1 ) (1 ) 1 .
z

V V W O kR
=

′ ′ ′ ′× + + − +

1 1

1 1

0 0
01 010 0

01 010 0

Здесь , , .z z z z
z z

z z R R
R R = =

= =

′−α = − α = =
′

Кроме того, для сокращения записи введены
обозначения 01 01 01( , ).V V′ ′ ′= θ ϕ  Если 

01

1 1,
kR′

то в приведенных выражениях можно ограни-
читься явно выписанными членами.

С учетом вышеизложенного запишем флук-
туации поля в виде
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01 12

1

( )2 01 12
2 1

01 12 0

1( ) d .
4

ik R R

S z

J Ju R r e
R R

+

=

= −
π ∫∫ (68)

В этой формуле

{ 2 2
01 1 1 1 01[ ](1 )zJ ik k V⊥ ′= α ⋅∇ ζ + α ζ + +

2 2 2 2
0 01 1 1 1 1 0 1(1 ) [ ]z z zk V ik k k⊥′+ α η − ζ + α ⋅∇ ζ + α ζ + α η ζ ×

}
1

01 01 0
(1 ) ,

z
V W

=
′ ′× − (69)

{ }
1

12 12 12 12 0
(1 ) (1 ) ,

z
J V V W

=
′ ′ ′= + + − (70)

причем 1

01
,r

R⊥α =  0

01
,z

z
R

α =  2 2
01 1 0R r z= +

при 1 0.z =
Преобразования подинтегрального выраже-

ния (68) были проведены при выполнении усло-
вий 01 1,kR′  12 1kR′  и 01 12cos ,cos 2 ,′ ′θ θ ≠ π
нарушение которых требует использования
подходящих аппроксимаций, не влияющих су-
щественно на величину интеграла. Высоты 0z
и 2z  при этом могут быть произвольными.
Имея это в виду, выражение (68) можно при-
нять в качестве исходного для вычислений
других статистических характеристик флукту-
ационного поля.
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Розсіяння хвиль у ближній зоні
статистично нерівної поверхні.

I. Флуктуації поля

А. С. Брюховецький

Отримано вираз для флуктуаційного поля,
розсіяного статистично шорсткою площиною,
у вигляді головного члена асимптотичного
розкладання за великим параметром, що виз-
начає хвильову зону відносно точки джерела
і точки спостереження.

Асимптотика є рівномірною відносно висот
цих точок над розсіючою поверхнею і може бути
відправним пунктом у визначенні енергетичних
характеристик флуктуаційного поля у ближній
зоні поверхні.

Wave Scattering in Near Zone
of a Statistically Rough Surface.

I. Field Fluctuations

A. S. Bryukhovetski

The expression for a fluctuating field scat-
tered by a statistically rough surface is obtained
as a dominant term of the asymptotic expansion
in a large parameter defining the wave zone with
respect to the source and observation points.

The asimptotic is uniform with respect to the
heights of these points over the scattering sur-
face and can be used as a starting point in deter-
mination of the energy characteristics of the fluc-
tuating field in the near surface zone.


