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Обсуждаются свойства, особенности, достоинства и недостатки преобразования Чои–Вильямса.
Показывается, что применение преобразования Чои–Вильямса является полезным при анализе раз-
личных сигналов. Результаты чои–вильямс-анализа сигналов сравниваются с результатами
вигнер-анализа и оконного фурье-анализа этих же сигналов. В качестве примера исследованы неко-
торые атомарные функции и окна Кравченко–Рвачева. Отмечается, что чои–вильямс-, вигнер-
и оконный фурье-анализ хорошо дополняют друг друга. Рекомендуется совместное применение
преобразований Чои–Вильямса, Вигнера и оконного преобразования Фурье для анализа сигналов
различной природы.

Введение

В последние годы новые виды сигналов
(фрактальные, сверхширокополосные (СШП),
прямохаотические СШП, нелинейные СШП,
фрактальные СШП и др.) находят все большее
применение в различных областях науки и тех-
ники (см., например, [1-6]). Методов, основан-
ных на традиционном преобразовании Фурье,
по разным причинам становится недостаточно.
Поэтому для анализа таких сигналов является
перспективным применение новых математичес-
ких методов обработки, основанных на вейв-
лет-преобразовании, теории атомарных функ-
ций, адаптивном преобразовании Фурье, пре-
образовании Вигнера (ПВ), системном спект-
ральном анализе и т. п. (см., например, [7-17]).

С другой стороны, прием и обработка реаль-
ных сигналов всегда сопровождается влиянием
помех. Внешние помехи чаще всего представ-
ляют собой случайную последовательность
импульсов со случайными параметрами, при-
чем они не являются гауссовыми. Для таких

помех разномасштабные компоненты в разло-
жении скоррелированны, что приводит к неэф-
фективности линейных методов анализа (таких,
как фурье-анализ, вейвлет-анализ и др.). В то
же время применение нелинейных преоб-
разований из класса Коэна (см., например,
[9, 13, 14, 18-23]), в число которых входит и
преобразование Чои–Вильямса (ПЧВ), может
обеспечить повышение качественных показа-
телей при нелинейной фильтрации помех. Этим
объясняется актуальность настоящей работы.

Целью работы является рассмотрение воз-
можности и целесообразности применения
ПЧВ для анализа сигналов различной природы,
а также сравнение полученных результатов для
модельных сигналов с результатами ПВ и тра-
диционного динамического (оконного) преоб-
разования Фурье (ДПФ). Для краткости ана-
лиз, основанный на преобразованиях Вигнера
или Чои–Вильямса, будем именовать соответ-
ственно вигнер-анализом и чои–вильямс-ана-
лизом.
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1. Основы чои–вильямс-анализа

Одним из информативных время-частотных
методов анализа сигналов является ПВ, кото-
рое относится к общему классу квадратичных
частотно-временных распределений, введенно-
му Л. Коэном в 1966 г. (см., например, [13, 14,
18, 24]). Возможности, достоинства и недо-
статки вигнер-анализа обсуждаются в работах
авторов [9, 20, 21]. Известно, что главным его
недостатком является наличие интерференци-
онных членов в случае многокомпонентных сиг-
налов, которые могут привести исследователей
к обнаружению несуществующих сигналов.
В 1989 г. Чои и Вильямсом [19] было предло-
жено использовать распределение, которое
также принадлежит классу Коэна и позволяет
уменьшить влияние интерференции при сохра-
нении полезных свойств ПВ.

ПЧВ сигнала ( )f t  задается следующим
соотношением (см., например, [13, 14, 18, 24]):
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где символ “*” обозначает операцию комплек-
сного сопряжения, σ – положительный масш-
табный коэффициент. Изменяя значение σ,
можно управлять уровнем возникающих интер-
ференционных членов. При σ→ ∞  ПЧВ пере-
ходит в ПВ, задаваемое, как известно, выраже-
нием (см., например, [13, 14, 18, 24]):
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Рассмотрим основные свойства ПЧВ (см.,
например, [11]).
Вещественность. ПЧВ сигнала ( )f t  явля-

ется вещественным: функция спектральной

плотности (ФСП) ( , )CWP f τ ω  оказывается ве-
щественной вследствие эрмитовой симметрии
произведения ( ) ( )*2 2f u t f u t+ −  по t.
Симметрия аргументов. Из равенства

Парсеваля следует, что время τ и частота ω
входят в преобразование симметрично, а по-
тому ФСП можно записать в виде:
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где ˆ( )f ω  – ФСП преобразования Фурье сиг-
нала ( ).f t
Частотно-временной носитель. Если энер-

гия сигнала ( )f t  хорошо локализована вблизи
0t  и 0ω  во временной и частотной областях,
то энергия ( , )CWP f τ ω  сконцентрирована в ок-
рестности точки 0 0( , )t ω  с протяженностью,
равной частотной и временной протяженности
сигнала ( ).f t
Сдвиг по фазе сигнала ( )f t  на величину

0ϕ  не изменяет его ФСП ( , ) :CWP f τ ω
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Сдвиг по времени сигнала ( )f t  на 0t  при-
водит к такому же смещению ФСП ( , )CWP f τ ω
по оси времени:
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дящий к домножению ( )f t  на 0exp( ),i tω
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Масштабирование по времени аргумента
сигнала ( )f t  в a раз приводит к масштабиро-
ванию аргументов ФСП ( , )CWP f τ ω  в a и 1 a
раз соответственно:
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Множитель 1 a  появляется перед сигналом
( )f t  из условия нормировки энергии сигнала:
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Множитель 1 β  появляется перед ˆ ( )f ω  из
условия нормировки энергии сигнала:
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если аналитическая часть ( )af t  сигнала
( ),f t  полученная путем приравнивания к нулю
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ˆ ( )f ω  для 0,ω <  может быть записана в виде
( )( ) ( )exp ( ) .af t a t i t= φ

Обращение по времени. Изменение знака
аргумента сигнала ( )f t  приводит к изменению
знаков обоих аргументов ФСП ( , ) :CWP f τ ω
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Комплексное сопряжение. При замене сиг-
нала ( )f t  на комплексно сопряженный ему
сигнал *( )f t  у ФСП ( , )CWP f τ ω  меняется знак
перед вторым аргументом:
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Отсюда, в частности, следует, что для веще-
ственного сигнала ( )f t  ФСП ( , )CWP f τ ω  явля-
ется четной функцией по второму аргументу.
Сохранение энергии (теорема Моаяля). Для

любых функций ( )f t  и ( )g t  из пространства
функций, интегрируемых с квадратом, 2L (R)
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Отсюда следует, что энергию сигнала ( )f t
можно вычислить как
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Маргинальные распределения. Для ПЧВ
существуют маргинальные распределения,
а следовательно, выполняются соотношения
[13, 14, 18, 24]:
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Интерференция. Поскольку ПЧВ квадра-
тично по ( ),f t  при его вычислении от суммы
двух сигналов возникает их интерференция:
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где [ ]1 2,CWP f f  – перекрестное ПЧВ от сигна-
лов 1( )f t  и 2 ( ).f t  Оно имеет следующий вид:
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Интерференционный член [ ]1 2,I f f =
[ ] [ ]1 2 2 1, ,CW CWP f f P f f+  является веществен-

ной функцией переменных τ и ω и может ока-
заться отличным от нуля в областях, где 1CWP f
и 2CWP f  равны нулю. Последнее может приве-
сти к “обнаружению” исследователем несуще-
ствующих сигналов. В отличие от ПВ для ПЧВ
интенсивность интерференционного члена мож-
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но менять, поскольку она снижается с умень-
шением величины параметра σ.

Следует также отметить, что в отличие от
спектрограммы Фурье (СФ) и скэйлограммы
вейвлет-преобразования функцию ( , ),CWP f τ ω
как и в случае ПВ, можно называть функцией
спектральной плотности лишь условно, по-
скольку она не обладает свойством положи-
тельности и поэтому не может являться со-
вместной частотно-временной плотностью
сигнала (см., например, [12, 18]). Тем не менее,
по мнению специалистов (см., например,
[12, 18]), ее рассмотрение оказывается весьма
полезным.

Практическое значение ПЧВ при анализе
сигналов заключается в следующем [18]. Во-
первых, оно дает возможность получать бо-
лее полную информацию о сигнале, чем при
использовании других средств, например, спек-
трограмм. Во-вторых, позволяет проводить
анализ частотно-временного содержания от-
дельных особенностей сигнала. В-третьих,
представляет интерес анализ соответствующей
ФСП сигнала без учета того, является она ча-
стотно-временной плотностью сигнала или нет.

До последнего времени ПЧВ находилось
в тени более известного нелинейного час-
тотно-временного преобразования из класса
Коэна – ПВ. Сегодня ПВ, являясь одним
из предельных случаев ПЧВ, уже применяется
при решении задач геофизической разведки
(см., например, [25]), сейсмологии (см., напри-
мер, [26]), для анализа микроструктуры темпе-
ратурного градиента в океане (см., напри-
мер, [27]), для анализа нестационарных зву-
ковых и акустических сигналов (см., напри-
мер, [28]), при разработке приборов, пред-
назначенных для генерации и излучения волн
(см., например, [29]), в медицине (см., напри-
мер, [30]), при решении задач распознавания
образов (см., например, [31]), для анализа и рас-
познавания речи (см., например, [32]), при ре-
шении задачи обнаружения сигнала на фоне ад-
дитивного шума (см., например, [33]), в оптике
для исследования функций энергетической яр-
кости и когерентности (см., например, [34]),
в теории антенн (см., например, [35]), для иссле-
дования стохастических сигналов (см., напри-
мер, [36]), при решении задачи неразрушающе-

го контроля (см., например, [37]), при описании
и анализе сигналов (вигнер-анализ) [9] и т. д.

Таким образом, несомненными достоинства-
ми ПЧВ являются его хорошее частотно-вре-
менное разрешение, инвариантность по отноше-
нию к сдвигам по фазе, времени и частоте,
а главное – наличие параметра, управляющего
интенсивностью интерференционных членов.

ПЧВ несвободно от некоторых недостатков.
Платой за уменьшение интенсивности интер-
ференционных членов является ухудшение
частотно-временного разрешения. Другим не-
достатком является невозможность получения
аналитических результатов при анализе даже
достаточно простых сигналов из-за сложности
вычисления интеграла (1).

Все сказанное выше позволяет предполо-
жить, что ПЧВ может оказаться полезным при
анализе различных сигналов и процессов, в том
числе при дистанционном зондировании сред,
исследовании околоземного космического
пространства, в радиолокации и т. п.

2. Чои–вильямс-анализ модельных
сигналов

Для ряда простейших сигналов можно
получить аналитические выражения для ФСП
ПЧВ ( , ).CWP f τ ω  Запишем их и сравним с
соответствующими выражениями для ФСП ПВ

( , )VP f τ ω  (см., например, [9]) и ФСП СФ
2

( , ) ( , ) ,SP f Sfτ ω = τ ω  где ( , )Sf τ ω  – ФСП ДПФ
этих же сигналов, задаваемая, как известно,
следующим соотношением (см., например,
[12-14]):

( , ) ( ) ( )exp( )d ,Sf f t w t i t t
∞

−∞

τ ω = − τ − ω∫

где ( )w t  – оконная функция.
Обращаем внимание, что на рис. 1 – 21, б – e

по вертикальной оси отложена безразмерная
частота F, связанная с частотой ω соотноше-
нием ,sF = ω ω  где 2 ,s sTω = π  sT  – шаг по
времени (в секундах) между двумя соседними
точками дискретного вектора, с помощью ко-
торого задается анализируемый сигнал ( )f t
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Рис. 1. Анализ функции ( t ) :δ  a) – сигнал во вре-
менной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 2. Анализ функции 0exp(i t ) :ω  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 3. Анализ функции 0 0( t t ) ( t t )+δ − δ +  при
0t 3 :=  a) – сигнал во временной области; б) –
ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ,

10;σ =  д) – ФСП ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 4. Анализ функции 0 0( t t ) ( t t )+δ − δ +  при
0t = 0.1 :  a) – сигнал во временной области; б) –
ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ,

10;σ =  д) – ФСП ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 5. Анализ функции 1 2exp(i t ) exp(i t )ω + ω  при
0ω ω = 1.3 :Δ  a) – сигнал во временной области;

б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП
ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 6. Анализ функции 1 2exp(i t ) exp(i t )ω + ω  при
0ω ω = 0.2 :Δ  a) – сигнал во временной области;

б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП
ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 7. Анализ функции 1 2exp(i t ) exp(i t )ω + ω  при
0Δω ω = 0.02 :  a) – сигнал во временной области;

б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП
ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 8. Анализ функции 0( t ) exp(i t ) :δ + ω  a) – сиг-
нал во временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП
ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП
ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 9. Анализ функции ( t ) :η  a) – сигнал во вре-
менной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 10. Анализ функции d dt :δ  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 11. Анализ функции 0( t ) exp(i t ) :η + ω  a) – сиг-
нал во временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП
ПЧВ, 1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП
ПЧВ, 0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 12. Анализ функции up( t ) :  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 14. Анализ функции up ( t ) :′′  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 13. Анализ функции up ( t ) :′  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 15. Анализ функции 1fup ( t ) :  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 16. Анализ функции 2fup ( t ) :  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 17. Анализ функции 3h ( t ) :  a) – сигнал во вре-
менной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 18. Анализ функции 4h ( t ) :  a) – сигнал во вре-
менной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Рис. 19. Анализ функции 2( t ) :Ξ  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ

Рис. 20. Анализ функции 3( t ) :Ξ  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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при цифровой обработке. Частота F изменяет-
ся от 0 до 0.5, что определяется теоремой Найк-
виста–Котельникова.

Рассмотрим конкретные модели сигналов.
1) 0( ) ( ),f t t t= δ −  где ( )tδ  – функция Дирака.

Для этой модели

0( , ) ( ),CWP f tτ ω = δ τ −
2

0( , ) ( ),SP w tτ ω = τ−

0( , ) ( ).VP f tτ ω = δ τ −

Важно отметить, что ПЧВ, как и ПВ, не увели-
чивает ширины носителя ( )f t  во временной
области. Действительно, ФСП ПЧВ ( , )CWP f τ ω
(рис. 1, в – д) сохраняет нулевую ширину ( )f t
(рис. 1, а) вдоль τ, тогда как для ФСП СФ

( , )SP f τ ω  (рис. 1, е) ширина определяется
свойствами оконной функции ( ),w t  имеющей
ненулевые размеры как в частотной, так и во
временной областях.

2) 0( ) exp( ).f t i t= ω  Для этой функции

0( , ) 2 ( ),CWP f τ ω = πδ ω−ω
2

0ˆ( , ) ( ) ,SP f wτ ω = ω−ω

0( , ) 2 ( ),VP f τ ω = πδ ω−ω

где ˆ ( )w ω  – ФСП преобразования Фурье фун-
кции ( ).w t  Здесь наблюдается сохранение ну-
левой ширины носителя ( )f t  в частотной об-
ласти для ФСП ПЧВ (рис. 2, в–д) так же, как
и для ФСП ПВ (рис. 2, б), и его уширение для
ФСП СФ (рис. 2, е). Характер возникающего
уширения определяется видом ˆ ( ).w ω

3) 0 0( ) ( ) ( ).f t t t t t= δ − + δ +  Для нее

0 0( , ) ( ) ( )CWP f t tτ ω = δ τ − + δ τ + +

2

02
0 0

1 exp cos(2 ),
4 16

t
t t

⎛ ⎞σ τ σ+ − ω⎜ ⎟π ⎝ ⎠
2 2

0 0( , ) ( ) ( )SP f w t w tτ ω = τ− + τ+ +

0 0 02 ( ) ( )cos(2 ),w t w t t+ τ + τ − ω

0 0 0( , ) ( ) ( ) 2 ( )cos(2 ).VP f t t tτ ω = δ τ − + δ τ + + δ τ ω

Рис. 21. Анализ функции KR2w ( t ) :  a) – сигнал во
временной области; б) – ФСП ПВ; в) – ФСП ПЧВ,

1000;σ =  г) – ФСП ПЧВ, 10;σ =  д) – ФСП ПЧВ,
0.01;σ =  е) – ФСП СФ
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Для суммы двух функций Дирака, например
при 0 3t =  (рис. 3, а), в ФСП ПЧВ ( , ),CWP f τ ω
кроме двух образов самих функций Дирака,
наблюдается интерференция, описываемая тре-
тьим слагаемым достаточно сложного вида.
Как и следовало ожидать, на частотно-времен-
ной плоскости ему соответствует локализо-
ванная во времени осциллирующая структу-
ра, располагающаяся точно посередине меж-
ду образами двух исследуемых сигналов. Ам-
плитуда этого слагаемого при конечном зна-
чении σ также является конечной. Поэтому
по сравнению с бесконечными амплитудами
первого и второго слагаемых она оказыва-
ется малой, а на соответствующих рисунках
(рис. 3, в – д) – практически незаметной. Для
ФСП ПВ ( )σ → ∞  интерференционное слагае-
мое приобретает вид 02 ( )cos(2 )tδ τ ω  и становит-
ся сравнимым с первыми двумя, хотя и имеет
волновую структуру (рис. 3, б). В то же время
для ФСП СФ ( , )SP f τ ω  (рис. 3, е) слагаемое

0 0 02 ( ) ( )cos(2 )w t w t tτ + τ − ω  отлично от нуля
лишь при перекрытии двух оконных функций,
соответствующих каждому из сигналов. Если
такого перекрытия нет, то интерференция не
возникает. Платой за отсутствие интерференции
является уширение носителей δ-функций
во временной области.

Если же перекрытие возникает, как напри-
мер при 0 0.1,t =  то по ФСП СФ ( , )SP f τ ω  уже
ничего нельзя сказать о виде исследуемого
сигнала (рис. 4, е). В то же время на плоско-
стях ФСП ПВ ( , )VP f τ ω  (рис. 4, б) и ФСП ПЧВ

( , )CWP f τ ω  (рис. 4, в – д) сохраняется картина,
аналогичная той, что наблюдается при отсут-
ствии перекрытия на рис. 3, б и рис. 3, в – д
соответственно. С уменьшением величины σ,
а также с увеличением расстояния 0t  между
функциями Дирака амплитуда интерференцион-
ного слагаемого уменьшается.

4) ( ) ( )0 0( ) exp ( ) exp ( ) .f t i t i t= ω −Δω + ω +Δω
Для нее

0( , ) 2 ( )CWP f τ ω = πδ ω−ω + Δω +

02 ( )+ πδ ω−ω − Δω +

( )
2

0exp cos 2 ,
16

⎛ ⎞πσ σ ω−ω⎛ ⎞+ − Δωτ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟Δω Δω⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2
0 0ˆ ˆ( , ) ( ) ( )SP f w wτ ω = ω−ω −Δω + ω−ω +Δω +

( )0 0ˆ ˆ2 ( ) ( ) cos 2 ,w w+ ω−ω −Δω ω−ω +Δω Δωτ

0( , ) 2 ( )VP f τ ω = πδ ω−ω − Δω +

( ) ( )0 02 ( ) 4 cos 2 .+ πδ ω−ω +Δω + πδ ω−ω Δωτ

В этом примере показательна зависимость
вида ( , ),CWP f τ ω  ( , )VP f τ ω  и ( , )SP f τ ω  от со-
отношения значений частот гармонического
сигнала 1 0ω = ω − Δω  и 2 0 .ω = ω + Δω  Различ-
ные варианты возникающей интерференцион-
ной картины для 0 1.3,Δω ω =  0 0.2Δω ω =
и 0 0.02Δω ω =  представлены соответственно
на рис. 5 – 7. Видно, что частотно-временное
разрешение оказывается наилучшим у ПВ,
но и у него есть предел: при 0 0.02Δω ω =
(рис. 7, б) сигналы оказываются уже неразли-
чимыми. ПЧВ хорошо подавляет интерферен-
ционные слагаемые (рис. 5, д), однако при
этом картина несколько размывается. Более
того, с уменьшением величины 0Δω ω  его
возможности ухудшаются. Так, уже при

0 0.2Δω ω =  (рис. 6, д) результат мало чем
отличается от СФ (рис. 6, е).

5) 0( ) ( ) exp( ).f t t i t= δ + ω  Для нее

0( , ) ( ) 2 ( ) 2 exp
16CWP f σ σ⎛ ⎞τ ω = δ τ + πδ ω−ω + − ×⎜ ⎟π ⎝ ⎠

( )0
2

cos ( ) / 2 1exp ch d ,
2

z
z

z zz

+∞

−∞

ω−ω τ σ ⎛ ⎞σ⎛ ⎞× − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

22
0ˆ( , ) ( ) ( )SP f w wτ ω = τ + ω−ω +

( )0 0ˆ2 ( ) ( ) cos ( ) ,w w+ τ ω−ω ω−ω τ

( )0 0( , ) ( ) 2 ( ) 4cos 2 ( ) .VP f τ ω =δ τ + πδ ω−ω + τ ω−ω

Наглядной демонстрацией частотно-вре-
менных свойств рассматриваемых преобразо-
ваний является пример, в котором одновре-
менно проанализированы функция Дирака
и гармоническая функция (рис. 8, а). На ФСП
ПВ (рис. 8, б) и ФСП ПЧВ (рис. 8, в – д) они
присутствуют обе, а на ФСП СФ (рис. 8, е),
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по крайней мере с использованием данного
окна (окно Натолла), наблюдается только
синусоида. Интерференция на плоскостях

( , ),CWP f τ ω  (рис. 8, в – д) и ( , )VP f τ ω  (рис. 8, б)
почти не заметна, поскольку интерференцион-
ный член имеет сравнительно малую интен-
сивность. В последнем легко убедиться, рас-
смотрев соответствующие аналитические вы-
ражения. К сожалению, для ( , )CWP f τ ω  интег-
рал в элементарных функциях вычислить не
удается. Однако его величина является конеч-
ной, что и показывает малость интерферен-
ционного слагаемого относительно образов
самих сигналов.

Вычисление аналитических выражений
для ФСП ПЧВ ( , )CWP f τ ω  оказывается еще
более сложным, чем для ФСП ПВ ( , ),VP f τ ω
а потому получить удовлетворительный резуль-
тат возможно лишь в простейших случаях,
часть из которых рассмотрена выше. На прак-
тике основным способом проведения ПЧВ,
как и ПВ, являются численные расчеты с по-
мощью систем компьютерной математики
(СКМ). Именно так мы и поступим с ниже при-
веденными модельными сигналами. В настоя-
щей работе нами использовались пакеты
WaveLab 8.50 и TimeFreq Toolbox для СКМ
MATLAB 7.Х (см., например, [24, 38, 39]).

6) 
1, 0,

( ) ( )
0, 0.
t

f t t
t
≥⎧= η = ⎨ <⎩

Функция Хэвисайда ( )tη  интересна тем,
что представляет собой модель идеальной
ударной волны (УВ) (рис. 9, а). Использова-
ние ПВ для анализа различных УВ было под-
робно рассмотрено в работе [21]. С помо-
щью выбора величины параметра σ для ФСП
ПЧВ удается эффективно подавить интерферен-
цию (рис. 9, в, г), неизбежно присутствующую
на ФСП ПВ (рис. 9, б), одновременно сохранив
информацию о местоположении фронта УВ,
которая на ФСП СФ оказывается сильно ис-
каженной (рис. 9, е).

7) d ( )( ) .
d
tf t
t

δ=

Производная функции Дирака (рис. 10, а)
является предельным случаем ультракоротко-
го СШП сигнала. Анализ показывает, что за-
данный сигнал только по ФСП ПВ (рис. 10, б)

или ФСП ПЧВ (рис. 10, в – д) сложно отличить
от функции Дирака 0( )t tδ −  (рис. 1, б и
рис. 1, в – д соответственно), а только по ФСП
СФ (рис. 10, е) его можно перепутать с конеч-
ным СШП сигналом. Это наталкивает на мысль
о необходимости совместного рассмотрения

( , ),VP f τ ω  ( , )CWP f τ ω  и ( , ),SP f τ ω  чтобы сде-
лать правильный вывод о характере имеюще-
гося сигнала.

8) 0( ) ( ) exp( ).f t t i t= η + ω
При анализе суммы гармонической функции

и функции Хэвисайда (рис. 11, а) обе компонен-
ты сигнала хорошо наблюдаются как на ФСП
ПЧВ (рис. 11, в – д), так и на ФСП СФ (рис. 11, е).
Традиционно у ФСП ПВ (рис. 11, б) лучше ча-
стотно-временное разрешение, а на ФСП СФ
(рис. 11, е) полностью отсутствуют интерфе-
ренционные члены. Здесь следует отметить, что
на плоскости ( , )VP f τ ω  (рис. 11, б) хорошо
наблюдается синусоида и ее интерференция
с функцией Хэвисайда, а сама функция Хэвисай-
да просматривается слабо. Динамика подавле-
ния интерференционной картины на плоскости

( , )CWP f τ ω  (рис. 11, в – д) позволяет убедить-
ся в интерференционном характере подавлен-
ных фрагментов. Этот пример также свидетель-
ствует о целесообразности одновременного
применения рассматриваемых преобразований.

3. Применение чои–вильямс-анализа
к исследованию атомарных функций

В качестве сигналов, к которым будет при-
менено ПЧВ, выберем некоторые атомарные
функции (АФ) и окна Кравченко–Рвачева,
построенные на их основе [8, 10, 11]. Интерес
к анализу именно этих сигналов обусловлен сле-
дующим.

АФ, как и, например, популярные сегодня
вейвлеты, относятся к классу R-функций. Сама
же теория R-функций, разработанная академи-
ком В. Л. Рвачевым и его учениками, является
основой для ряда современных методов обра-
ботки и анализа сигналов. Подробно возмож-
ности АФ описаны в недавно опубликованных
монографиях [10, 11], а также в лекционном
курсе [8]. Более строгое математическое опи-
сание теории R-функций можно найти в рабо-
тах [40, 41]. Здесь приведем только основные
определения используемых нами АФ [10, 11].
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Материнская функция up( )t  является ре-
шением уравнения

( ) 2 (2 1) 2 (2 1)y t y t y t′ = + − −

и на интервале [ 1,1]t∈ −  имеет следующее пред-
ставление на основе преобразования Фурье:

1

1 sin( 2 )up( ) exp( ) d .
2 2

k

k
k

ut iut u
u

+∞ −∞

−
=−∞

⋅=
π ⋅∏∫

Вид функции up( ),t  а также ее первой
и второй производных показан на рис. 12, а,
рис. 13, а и рис. 14, а соответственно.
Атомарная функция fup ( ),N t  полученная

интегральной сверткой сплайна 1( )N t−θ  и мате-
ринской функции up( )t  и определенная на ин-
тервале [ ]( 2) 2,( 2) 2 ,t N N∈ − + +  имеет вид:

N
1 sin( 2)fup ( ) exp( )
2 2

N
ut iut
u

+∞

−∞

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∫

1

sin( 2 ) d .
2

k

k
k

u u
u

−∞

−
=

⋅×
⋅∏

Очевидно, что 0fup ( ) up( ).t t=  Вид функции
fup ( )N t  при 1N =  и 2N =  приведен на рис. 15, а
и рис. 16, а соответственно.
Атомарная функция h ( ),a t  являющаяся

финитным решением уравнения

( )
2

( ) ( 1) ( 1) ,
2
ay t y at y at′ = + − −

может быть записана как

1

1 sin( )h ( ) exp( ) d ,
2

k

a k
k

u at iut u
u a

+∞ −∞

−
=−∞

⋅=
π ⋅∏∫    1.a >

Легко показать, что 2h ( ) up( ).t t=  Вид функ-
ции h ( )a t  при 3a =  и 4a =  показан на рис. 17, а
и рис. 18, а соответственно.

Атомарная функция ( ),n tΞ  являющаяся
решением уравнения

[ ]( )

0
( ) ( 1) ( 1) 2

n
n n k

k
k

y t a C y n t n k
=

= − + + −∑

и финитная для [ 1,1],t∈ −  имеет вид:

1

1 sin( ( 1) )( ) exp( ) d .
2 ( 1)

nk

n k
k

u nt iut u
u n

+∞ −∞

−
=−∞

⎛ ⎞⋅ +Ξ = ⎜ ⎟π ⋅ +⎝ ⎠
∏∫

Ясно, что 1( ) up( ).t tΞ =  Вид функции ( )n tΞ  при
2n =  и 3n =  показан на рис. 19, а и рис. 20, а

соответственно.
На основе приведенных АФ построен це-

лый класс спектральных оконных функций во
временной области, называемых окнами Крав-
ченко–Рвачева (см., например, [8, 10, 11]).
Некоторые из них имеют вид:

1( ) up( ),KRw t t=

2 ( ) up( ) 0.01up ( ),KRw t t t′′= +

3 1 1( ) fup (3 2) fup (0) ,KRw t t=

4 2 2( ) ( ) (0).KRw t t= Ξ Ξ

Очевидно, что окно 1( )KRw t  полностью
совпадает с АФ up( ),t  а окна 3( )KRw t  и 4 ( )KRw t
являются нормированными на максимум
функциями 1fup ( )t  и 2 ( )tΞ  соответственно.
Поэтому далее отдельно будем обсуждать
только окно 2 ( )KRw t  (рис. 21, а).

Всем АФ и окнам Кравченко–Рвачева свой-
ственна хорошая локализация как в частотной,
так и во временной областях. ПЧВ также обла-
дает хорошими частотно-временными свой-
ствами. Представляет интерес проследить, на-
сколько адекватно это преобразование отража-
ет локальные особенности каждой из АФ.

Результаты анализа приведенных выше АФ
и окон Кравченко–Рвачева, построенных на их
основе, показаны на рис. 12 – 21. Рассмотрим
их подробнее.
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Установлено, что ФСП ПЧВ (рис. 12, в – д)
материнской АФ up( )t  (рис. 12, а), как и ФСП
ПВ (рис. 12, б), имеет характерный вид с
“провалом” посередине. С уменьшением σ он
становится менее выраженным. На ФСП СФ
(рис. 12, е) такого “провала” нет.

У окна Кравченко–Рвачева 2 ( )KRw t  (рис. 21, а),
построенного на основе этой же функции up( )t
характерный “провал” заметен только в ФСП
ПВ ( , )VP f τ ω  (рис. 21, б).

Для первой производной функции up( )t
(рис. 13, а) на ФСП ПВ (рис. 14, б) и ФСП ПЧВ
(рис. 13, в) тоже хорошо видны два таких
же характерных, как и у up( ),t  локализован-
нных образования, входящих в состав более
сложной структуры. Два максимума, располо-
женные между ними, судя по всему носят
интерференционный характер, о чем свидетель-
ствует их постепенное исчезновение при умень-
шении значения параметра σ (рис. 13, г, д).

Еще более сложную структуру имеет ФСП
ПЧВ второй производной функции up( ).t  Ре-
зультаты ее анализа приведены на рис. 14.

Обратим внимание на то, что первая и вто-
рая производная функции up( )t  могут исполь-
зоваться как удобные модели ультракоротких
СШП сигналов во временной области [22].

Нами был проанализирован также ряд дру-
гих АФ. В качестве примеров приведены ре-
зультаты для 1fup ( ),t  2fup ( ),t  3h ( ),t  4h ( ),t
2 ( )tΞ  и 3( )tΞ  на рис. 15 – 20 соответственно.
Обращает на себя внимание тот факт,

что ФСП ПВ и ФСП ПЧВ функций 1fup ( )t
(рис. 15, б – д), 3h ( )t  (рис. 17, б – д) и 4h ( )t
(рис. 18, б – д) содержат характерные образо-
вания с “хвостами” в верхней части, похожие
на те, что наблюдались для функции up( ).t
В то же время ФСП ПВ и ФСП ПЧВ функций

2fup ( )t  (рис. 16, б – д), 2 ( )tΞ  (рис. 19, б – д)
и 3( )tΞ  (рис. 20, б – д) таких “хвостов” не име-
ют. Это объясняется тем, что функции первой
группы, как и функция up( ),t  имеют в области
определения пару точек, вблизи которых про-
исходит резкое изменение первой производной,
а функции второй группы – нет. В то же время
ФСП СФ для АФ (рис. 12, 15 – 21, е) по внеш-
нему виду почти не отличаются друг от друга.

4. Обсуждение результатов

Проведенные исследования и полученные
результаты позволяют отметить следующее.

ПЧВ, являясь одним из частотно-времен-
ных преобразований класса Коэна, обладает
рядом достоинств. К ним относятся хорошее
частотно-временное разрешение, инвариант-
ность относительно сдвигов по фазе, частоте
и времени, а также наличие маргинальных рас-
пределений. Кроме того, как и ПВ [9], будучи
квадратичным по исследуемому сигналу, ПЧВ
является одним из возможных методов нели-
нейной обработки сигналов, которая получает
все большее распространение. Сказанное спра-
ведливо, например, при наличии помех, закон
распределения которых заметно отличается
от нормального. Линейная обработка в этом
случае оказывается неэффективной из-за скор-
релированности составляющих в разложениях.
С другой стороны, наличие параметра σ, по-
зволяющего управлять уровнем интерферен-
ционных членов, дает возможность частично
решить проблему возникновения интерферен-
ции между сигналами, а также между сигналом
и помехой, характерную для ПВ.

Указанные достоинства ПЧВ привели к тому,
что оно наряду с непрерывным и аналитичес-
ким вейвлет-преобразованиями, адаптивным
и динамическим (оконным) преобразованиями
Фурье, преобразованиями Габора, Вигнера
и Борна–Жордана вошло в состав системного
спектрального анализа – нового комплексного
метода анализа сигналов, в котором недостат-
ки одних преобразований компенсируются
достоинствами других [17].

ПЧВ несвободно от недостатков. Первым
можно назвать сложность интеграла (1), что
делает данное преобразование практически
бесполезным при проведении аналитических
расчетов. Вторым недостатком является то,
что при уменьшении значения параметра σ,
позволяющего снизить уровень интерферен-
ционных членов, одновременно подавляются
и локальные особенности самого исследуемо-
го сигнала, а значит, ухудшается частотно-вре-
менное разрешение. Последнее наводит на
мысль о целесообразности совместного ис-
пользования ПВ и ПЧВ при анализе сигналов.
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Третьим недостатком ПЧВ является несиммет-
ричность характера подавления интерференции
вдоль прямых constω =  и const.τ =  В первом
случае интерференция подавляется гораздо
более эффективно (см., например, [24]).

Представляет интерес сравнение возмож-
ностей ПЧВ и ДПФ, а также СФ.

С одной стороны, ДПФ является линейным
преобразованием сигнала, но в отличие от
ПЧВ не обладает инвариантностью относи-
тельно сдвигов по фазе, частоте и времени.
К тому же частотно-временное разрешение
ДПФ определяется характеристиками спект-
рального окна и оказывается хуже, чем у ПЧВ.
Платой за хорошее частотно-временное раз-
решение ПЧВ является наличие интерферен-
ции в ФСП ПЧВ.

С другой стороны, СФ, как и ПЧВ, обла-
дает инвариантностью относительно сдвигов
по фазе, частоте и времени, но в отличие от
последнего не имеет маргинальных распреде-
лений и обладает худшим частотно-временным
разрешением.

Важно также отметить, что СФ не может
быть получена из ПЧВ предельным переходом

0σ→  подобно тому, как при σ→ ∞  из него
получается ПВ. Тем не менее при 0σ→  ФСП
ПЧВ по своему внешнему виду приближается
к ФСП СФ, что можно увидеть на приведен-
ных выше рисунках.

Итак, при совместном использовании ПВ, СФ
и ПЧВ первое может позволить достаточно
точно определить частотно-временную локали-
зацию исследуемого сигнала, второе – отсеять
ложные “сигналы”, возникающие из-за интерфе-
ренции в ФСП ПВ, а третье – пронаблюдать
процесс подавления интерференции в динамике
и отделить интерференционные члены от локаль-
ных особенностей сигнала, которые в СФ могут
быть потеряны из-за ее недостаточного частот-
но-временного разрешения.

ПЧВ, обладающее хорошим частотно-вре-
менным разрешением, перспективно применять
для анализа новых классов сигналов, в частно-
сти, основанных на АФ, окнах Кравченко–Рва-
чева, R-функциях, вейвлетах и т. п., поскольку
такие сигналы в отличие от классических узко-
полосных сигналов являются достаточно хоро-
шо локализованными во временной области.

Таким образом, на простых примерах мы
рассмотрели основные особенности ПЧВ и
сравнили его возможности с возможностями
традиционного ДПФ. Имея свои характерные
достоинства и недостатки, оба этих преобра-
зования хорошо дополняют друг друга, а по-
тому рекомендуется использовать их для ана-
лиза сигналов совместно.

Выводы

1. ПЧВ является одним из квадратичных
частотно-временных распределений, относя-
щихся к классу Коэна.

2. Достоинства ПЧВ состоят в хорошей
частотно-временной локализации и инвариант-
ности относительно сдвигов фазы, времени
и частоты. Его возможности по выявлению
частотно-временной локализации сигналов пре-
восходят возможности ДПФ.

3. Предполагается, что квадратичность
ПЧВ может обеспечить повышение эффектив-
ности нелинейных методов фильтрации сигна-
ла на фоне негауссовых помех (помех с нену-
левыми высшими моментами распределений).

4. Основным преимуществом ПЧВ перед
ПВ является наличие параметра, регулирующе-
го уровень интерференционных членов.

5. Недостатками ПЧВ являются возникно-
вение интерференции при анализе суммы не-
скольких сигналов, приводящей к появлению
в ФСП ложных экстремумов, а также то, что
при уменьшении значения параметра σ, управ-
ляющего уровнем интерференционных членов,
вместе с ними подавляются и локальные осо-
бенности сигнала, а следовательно, снижается
частотно-временное разрешение. Определен-
ные неудобства создает также несимметрич-
ность характера подавления интерференции
вдоль прямых constω =  и const.τ =

6. ПЧВ предлагается использовать совмест-
но с ПВ и СФ для анализа детерминированных,
случайных и фрактальных сигналов различной
природы.

7. Применение ПЧВ перспективно для ана-
лиза новых классов сигналов, в частности, ос-
нованных на АФ, окнах Кравченко–Рвачева,
R-функциях, вейвлетах и т. п.
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Чої–вільямс-аналіз
у цифровій обробці сигналів

О. В. Вишнівецький, О. В. Лазоренко,
Л. Ф. Чорногор

Обговорюються властивості, особливості,
переваги та недоліки перетворення Чої–
Вільямса. Показується, що застосування пе-
ретворення Чої–Вільямса є корисним у аналізі
різних сигналів. Результати чої–вільямс-ана-
лізу сигналів порівнюються з результатами
вігнер-аналізу та віконного фур’є-аналізу цих
самих сигналів. Як приклад досліджено деякі
атомарні функції та вікна Кравченка–Рвачева.
Зазначається, що чої–вільямс-, вігнер- та
віконний фур’є-аналіз добре доповнюють один
одного. Рекомендується спільне застосуван-
ня перетворень Чої–Вільямса, Вігнера та вікон-
ного перетворення Фур’є для аналізу сигналів
різної природи.

The Choi–Williams Analysis
in Digital Signal Processing

O. V. Vishnivetsky, O. V. Lazorenko,
and L. F. Chernogor

The properties, peculiarities, advantages and
disadvantages of Choi–Williams transform are
discussed. The Choi–Williams transform appli-
cation for the different signal analyses is shown
to be useful. The results of Choi–Williams-anal-
ysis are compared with those calculated by using
the Wigner- and short-time Fourier-analysis. As
example, some atomic functions and Kravchen-
ko–Rvachev windows are investigated. The Choi–
Williams-analysis is shown to be good addition
to the Wigner- and Fourier-analysis. The simul-
taneous application of the Choi-Williams trans-
form, Wigner transform and Fourier transform
is recommended.


