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ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎÌÏÀÍÅÉÖÀ ÄËß ÓÄÀÐÍÎÃÎ ÔÐÎÍÒÀ
Â ÑÐÅÄÅ Ñ ÏËÎÒÍÎÑÒÜÞ, ÈÇÌÅÍßÞÙÅÉÑß
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ÎÁËÀÑÒÜ È ÝÂÎËÞÖÈß Â ÐÅÀËÜÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ)

Получено аналитическое решение уравнения Компанейца в плоско-стратифицированной среде с плотностью, изменяю-
щейся по закону гиперболического тангенса, моделирующему границу молекулярного облака с межзвездной средой
(промежуточная область ударного фронта). Полученное решение позволяет построить полное решение, восстано-
вить весь ударный фронт и исследовать его эволюцию в реальном времени при произвольных значениях трех свободных
параметров: перепада плотности, масштаба неоднородности и положения точки взрыва.
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1. Ââåäåíèå

Взаимодействие остатков сверхновых (ОСН)
с молекулярными облаками (МО) представляет
интерес в связи с различными физическими про-
цессами, происходящими в области взаимо-
действия. Благодаря столкновительной накачке
возникает мазерное излучение молекул гидроксила
и других соединений [1, 2]. Переход 2 1F F→
в гидроксиле на частоте 1720 МГц возникает
за фронтом ударной волны в узкой области пара-
метров при взаимодействии с МО (см. [3, 4]),
и наблюдения на этой частоте позволяют непос-
редственно обнаруживать ОСН. Наблюдаемое
гамма излучение от ОСН на границе с плотной
средой представляет интерес в связи с пробле-
мой происхождения космических лучей [5].
Неоднородность среды непосредственно влияет

на форму остатка и его эволюцию. Изучение мор-
фологии остатков и их отличие от сферичес-
кой формы как в оптическом, так и в радиодиапазо-
не позволяют делать выводы о взаимодействии
ОСН с неоднородностями межзвездной среды
(МЗС) [6–8].
Для описания взаимодействия ОСН с неодно-

родностями МЗС, в частности, МО, удобно ис-
пользовать уравнение Компанейца (УК), дающее
хорошее качественное описание явления [9–14].
В работе [15] было найдено новое решение

УК для среды с плотностью, изменяющейся
по закону гиперболического тангенса. Полученное

решение описывает ударный фронт (УФ) в об-
ластях, прилегающих к его лидирующим точкам.
Со стороны разреженной среды оно ограничено
экстремальным сечением УФ и описывает нели-
нейную волну, распространяющуюся в сторону
разреженной среды. Аналогично в области, приле-
гающей к другой лидирующей точке, оно описы-
вает нелинейную волну, распространяющуюся
в сторону более плотной среды. В [15] получены
и исследованы выражения, описывающие движе-
ние лидирующих точек фронта, исследовано уско-
рение УФ при малом, но конечном значении плот-
ности МЗС.
В настоящей работе работе, являющейся про-

должением и развитием работы [15], получено
решение УК в промежуточной области, в кото-
рой реализуется интерференция обеих волн. Это
позволяет построить полное решение, восстановить
весь УФ и исследовать его эволюцию для произ-
вольных значений независимых параметров – пе-
репада плотности, масштаба неоднородности и по-
ложения точки взрыва. Полученное решение дает
возможность найти объем, ограниченный поверх-
ностью УФ, и, соответственно, перейти от “време-
ни” Компанейца, в котором получено предыдущее
решение, к реальному времени, в котором происхо-
дит эволюция УФ.

2 Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî çàêîíà
èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè

УК для УФ в неоднородной среде с плоской стра-
тификацией вдоль оси z имеет вид [9]:
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где ( , )r r z y=  описывает УФ в цилиндрических
координатах как функцию координаты z и “време-
ни” Компанейца y, равного
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Здесь функция 0( ) ( )z zϕ ≡ ρ ρ  описывает закон из-
менения плотности среды; 0E  – энергия взрыва,
произошедшего в момент времени 0t =  в среде
с плотностью 0ρ  в точке взрыва; ( )V t  – объем,
занимаемый УФ; Γ  – показатель адиабаты;

2 3λ = ÷  – безразмерный коэффициент, учиты-
вающий пропорциональность плотности энергии
на фронте ударной волны средней по объему плот-
ности энергии. Основное предположение, заложен-
ное в (1), состоит в том, что давление за УФ на
адиабатической стадии расширения постоянно
вдоль фронта. Это предположение основывается
на том, что скорость УФ относительно уплотнен-
ной взрывом среды меньше скорости звука.
В соответствии с предыдущей работой [15]

рассмотрим закон изменения плотности в виде
(рис. 1):

[ ]0( ) th( ) ,z a b z z∗ρ = ρ −

где z∗  – масштаб неоднородности среды. Пере-
пад плотности при переходе от МО к МЗС опи-

сывается параметром a b
a b

−γ =
+

 [15, 16]. Далее бу-

дем рассматривать безразмерные величины r, z и y,
отнесенные к :z∗  , , .z z z r z r y z y∗ ∗ ∗→ → →
Данный закон изменения плотности, представ-

ляющий собой пологую ступеньку, позволяет до-
статочно точно описать переход от МО к МЗС.

Важным является то, что для него можно полу-
чить точное решение УК и исследовать эволю-
цию УФ.
Общий интеграл уравнения (1) можно найти ме-

тодом построения огибающей частных решений,
полученных методом разделения переменных [9]:

2, ( ) 1,r r z
y z

∂ ∂= ξ = ± ξ ϕ −
∂ ∂

(2)

0

2d ( ) 1 ,
z

z

r x x y= ± ξ ϕ − + ξ + μ∫ (3)

где ξ  – постоянная разделения, μ  – постоянная
интегрирования, которую далее полагаем функ-
цией от :ξ  ( )μ = μ ξ  [12, 13].
Условие построения огибающей [17]

d d 0r ξ = (4)

преобразует ξ  в функцию ( , ),z yξ = ξ  которая
с учетом начальных условий должна быть найде-
на из уравнения

0
2

( ) dd , .
d( ) 1

z z

z z

xy x
x

ξϕ μ′ ′= ± − μ ≡ μ
ξξ ϕ −

∫ (5)

Подставляя (5) в (3), получаем в параметри-
ческом виде выражение для радиуса поперечно-
го сечения УФ, содержащее функцию ,ξ  которая
должна быть исключена с помощью соотноше-
ния (5):

0
2

d .
( ) 1

z

z

xr
x

′= ± + μ − ξμ
ξ ϕ −

∫ (6)

Решение содержит две ветви, со знаками “+”
и “–”, которые будут использованы при отыска-
нии полного решения УК.
В качестве начальных условий считаем, что

при 0y→  ( 0),t →  когда размеры УФ значитель-
но меньше масштаба неоднородности плотнос-
ти среды, решение (6) переходит в решение
Седова для однородной среды [18]. В этом слу-
чае ( ) 0,μ ξ =  а УФ представляет собой сферу
радиуса ( )1 52

0 0 ,R E t= ρ  в цилиндрических коор-
динатах это соответствует уравнению

2 2 2
0( ) .r z z y+ − = (7)

Рис. 1. Распределение плотности среды  0(z – положение
точки взрыва)
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3. Ðåøåíèå â îáëàñòÿõ, ïðèëåãàþùèõ
ê ëèäèðóþùèì òî÷êàì óäàðíîãî ôðîíòà

Решения УК в областях, прилегающих к лиди-
рующим точкам, были получены в [15]. В этих
областях функция ( )μ ξ  может быть выбрана
равной нулю при произвольных значениях y [12].
Как видно из (6), в лидирующих точках фронта 1z
и 2,z  в которых 1 2( ) ( ) 0,r z r z= =  постоянная
разделения .ξ → ∞  Это существенно упрощает
анализ выражений, описывающих движение лиди-
рующих точек, так как не требуется знания функ-
ции ξ  [15, 16]. В областях, прилегающих к лиди-
рующим точкам УФ, 2ξ  велико, так что подын-
тегральные выражения положительны:

2 ( ) 1.xξ ϕ ≥ (8)

Знак равенства в (8) определяет границы области
применимости решения при 0μ =  [15].
Как было показано в [15], решения в областях,

прилегающих к лидирующим точкам, можно за-
писать компактно, введя обозначения:

0

0

( )( )( , ) ,
( ) ( )
C k zC k zS z

C k z C k z
±±

±
± ±

−+ξ =
− +

(9)

2( ) ( th z) 1,k z a b= ξ − −

2( ) 1.C a b± = ± ξ −

Компактная форма (9) удобна; то, что отдель-
ные множители могут быть отрицательными,
не влияет на общий положительный знак S [15].
В области, прилегающей к лидирующей точке

2 ,z  движущейся в сторону МЗС [15],

1 1
1( ; ) ln ,
2

C Cr z S S− +
−

− +

⎛ ⎞⎜ ⎟ξ = ⎝ ⎠
(10)

( ; ) ln .
2

a b a b
C Cy z S S− +

− −−

− +

⎛ ⎞ξ ⎜ ⎟ξ = ⎝ ⎠

В области, прилегающей к лидирующей точке
1,z  движущейся в сторону МО [15],

1 1
1( ; ) ln ,
2

C Cr z S S− +
−

− +

⎛ ⎞⎜ ⎟ξ = ⎝ ⎠
(11)

( ; ) ln .
2

a b a b
C Cy z S S− +

− +−

− +

⎛ ⎞ξ ⎜ ⎟ξ = ⎝ ⎠

Приведенные решения, в силу неравенства (8),
при μ = 0  описывают лишь часть поверхнос-
ти УФ. Для того чтобы восстановить весь УФ
и иметь возможность перейти к реальному вре-
мени, нужно найти решение в промежуточной об-
ласти, где 0.μ ≠

4. Ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü

Решение для y и r в промежуточной области нахо-
дится из (5), (6) при 0.μ ≠  Решение находится
из условия непрерывности r на границе области,
прилегающей к лидирующей точке 2z  (рис. 2).
Нижняя граница этой области ( )z z y+=  также яв-
ляется верхней границей промежуточной области
и соответствует плоскости, где радиус УФ мак-
симален в данный момент времени – extrz z+ =
(ср. [12, 13]). Это следует из выражения (2), если
продифференцировать его по z с учетом условия (4):

2

extr Arth .az
b

−⎛ ⎞− ξ= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Подставляя extrz  в (10), получаем выражение
для r на нижней границе области, прилегающей
к лидирующей точке 2z  (рис. 2):

Рис. 2. Ударный фронт. Сплошная линия соответствует
областям, прилегающим к лидирующим точкам, движущим-
ся в сторону возрастания 1( )z  и убывания 2( )z  плотности,
пунктирная линия – промежуточной области, в которой

( ) 0;μ ξ ≠  z+  – граница области, прилегающей к лидирую-
щей точке 2 ,z  z−  – граница области, прилегающей к лиди-
рующей точке 1z
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1 1

0 0
extr+0

0 0

( ) ( )1( ) ln .
2 ( ) ( )

C CC k z C k zr z
C k z C k z

− +− +

− +

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎢ ⎥= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

(12)
Для того чтобы получить выражение для extr 0 ,r −

соответствующее верхней границе промежуточ-
ной области, выбираем отрицательную ветвь ре-
шения (6) с 0μ ≠  и подставляем extr :z

1 1

0 0
extr 0

0 0

( ) ( )1( ) ln
2 ( ) ( )

C CC k z C k zr z
C k z C k z

− +− +
−

− +

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

.′+ μ − ξμ (13)

Согласно условию непрерывности при перехо-
де от области, прилегающей к 2,z  к промежуточ-
ной области [13] должно выполняться условие

extr+0 extr 0( ) ( ).r z r z −=

Подставляя сюда (12) и (13), мы получаем
обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка, из которого нужно найти ( ) :μ ξ

1 1

0 0

0 0

( ) ( )ln .
( ) ( )

C CC k z C k z
C k z C k z

− +− +

− +

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎢ ⎥′μ − ξμ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Решение этого уравнения может быть найдено в
квадратурах. Замечательно, что, несмотря на слож-
ный вид правой части, решение может быть выра-
жено в элементарных функциях. Мы воспользуем-
ся методом вариации произвольной постоянной.
Находим общее решение однородного уравнения

( ) ,Cμ ξ = ξ (14)

и частное решение неоднородного уравнения

2 0 0

0 0

( ) ( )d ( ) 1 1ln ln .
d ( ) ( )

C k z C k zC
C C k z C C k z

− +

− − + +

− +ξ−ξ = +
ξ + −

Тогда

2 2
0

1( )
( ) 1

C
a b

ξ ⎡
⎢ξ = − ×
⎢ ′ ′ξ − ξ −⎣

∫

2 2
0

2 2
0

( ) 1 ( th ) 1
ln d

( ) 1 ( th ) 1

a b a b z

a b a b z

⎤′ ′− ξ − − − ξ − ⎥ ′× ξ −
⎥′ ′− ξ − + − ξ − ⎦

2 2
0

1

( ) 1a b

ξ ⎡
⎢− ×
⎢ ′ ′ξ + ξ −⎣

∫

2 2
0

2 2
0

( ) 1 ( th ) 1
ln d .

( ) 1 ( th ) 1

a b a b z

a b a b z

⎤′ ′+ ξ − + − ξ − ⎥ ′× ξ
⎥′ ′+ ξ − − − ξ − ⎦

(15)

Интегрируя (15) по частям и подставляя в (14),
после несложных, но громоздких преобразований
получаем функцию ( ),μ ξ  выраженную через эле-
ментарные функции:

0 0

0 0

( ) ( )( ) ln ln .
( ) ( )

C k z C k zC C
C k z C k z

− +
− +

− +

− +μ ξ = − −
+ −

Соответственно,

( )′μ ξ =

0 0

0 0

( ) ( )( ) ( )ln ln .
( ) ( )

C k z C k za b a b
C C k z C C k z

− +

− − + +

− +ξ − ξ += − −
+ −

Подставляя μ  и ′μ  в (5) и (6), получаем иско-
мые решения в промежуточной области, которые
также можно записать компактно, введя обозна-
чения:

( ) ,
( )

C k zT
C k z

±
±

±

+=
−                

0

0

( ) .
( )

C k zD
C k z

±
±

±

+=
−

( ) ( )
1 1

1 11( ; ) ln ,
2

C Cr z T D T D− +
− −

− − + +

⎡ ⎤
ξ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(16)

( ) ( )1 1( ; ) ln .
2

a b a b
C Cy z T D T D− +

− +
− −

− − + +

⎡ ⎤ξξ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Приведем решения для областей, прилегающих
к лидирующим точкам, в новых обозначениях,
чтобы увидеть связь решений:
в области, прилегающей к лидирующей точке 2z

( ) ( )
1 1

1 11( ; ) ln ,
2

C Cr z T D T D− +
− −

− − + +

⎡ ⎤
ξ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(17)

( ) ( )1 1( ; ) ln ;
2

a b a b
C Cy z T D T D− +

− +
− −

− − + +

⎡ ⎤ξξ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

в области, прилегающей к лидирующей точке 1z
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( ) ( )
1 1

1 11( ; ) ln ,
2

C Cr z T D T D− +
− −

− − + +

⎡ ⎤
ξ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(18)

( ) ( )1 1( ; ) ln .
2

a b a b
C Cy z T D T D− +

− +
− −

− − + +

⎡ ⎤ξξ = ⎢ ⎥
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Сравнивая полученные выражения (16) и (17), (18),
видим, что в областях, прилегающих к лидирую-
щим точкам фронта, они представляют собой раз-

ность, 
1 1 1 1

ln ln ln ln ,C C C CD D T T+ − + −
+ − + −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥± − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
в то время как в промежуточной области являют-

ся суммой, 
1 1 1 1

ln ln ln ln .C C C CD D T T+ − + −
+ − + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
То есть с ростом времени размер промежуточ-
ной области будет увеличиваться быстрее, чем
размер областей, прилегающих к лидирующим
точкам.
На нижней границе промежуточной области μ

обращается в 0 при 
0

1( ) .
th

z
a b z−ξ =

−
 Подста-

вив ( )z−ξ  в (11) и (16) нетрудно убедиться, что
эти выражения равны друг другу. То есть, при

−ξ = ξ  решение на нижней границе промежуточ-
ной области переходит в решение для области,
прилегающей к лидирующей точке 1.z  Таким об-
разом, на нижней границе промежуточной об-
ласти функция ( )( )zμ ξ  непрерывна, тогда как
на верхней терпит разрыв (рис. 3) (ср. [13]).

5. Âîññòàíîâëåííûé óäàðíûé ôðîíò

Имея полное решение УК для плотности среды,
спадающей по закону гиперболического танген-
са, состоящего из решений в трех областях – об-
ластях, прилегающих к лидирующим точкам УФ
(10) и (11), и промежуточной области (16) – мы
можем восстановить весь УФ.
Фронт строится по схеме, использованной в [15].

По заданным значениям ξ  и z находится соответ-
ствующее им значение времени Компанейца y.
Обращая это соотношение, получаем вспомога-
тельную функцию ( , ).y zξ  Подставляя ее в вы-
ражение для радиуса поперечного сечения фрон-
та, находим соответствующие значения r и иско-
мую форму УФ.
Восстановив УФ, мы можем исследовать его

эволюцию. Одной их характеристик, описываю-

щих эволюцию УФ, может служить зависимость
отношения его поперечного размера extr( )r z  к про-
дольному 2 1( )z z−  от времени Компанейца.
Как было показано в [15], здесь удобно перей-

ти к нормированному времени Компанейца:

,Y y y∞=

где 0

0

2 1 th
ln

2 2 1 th
zay
z∞

+ −
=

− −
 – время прорыва

УФ на бесконечность при спадании плотности МЗС
до нуля. Прорыв УФ на бесконечность за конеч-
ное время при спадании плотности среды до нуля
соответствует результату, полученному Компаней-
цем для среды с экспоненциальным законом из-

Рис. 3. Зависимости от координаты z вспомогательной
функции ( )zξ  (а) и константы интегрирования ( ( ))zμ ξ  (б),
построенные численно для заданного значения времени
Компанейца y. Пунктирная линия соответствует промежу-
точной области
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менения плотности [9]. При отличной от нуля плот-
ности МЗС прорыва не происходит, но на време-
нах y y∞≈  фронт ускоряется, приобретая макси-
мально вытянутую форму и сохраняя таким об-
разом виртуальную память о прорыве Компаней-
ца (рис. 4). Область ускорения УФ при спадании
плотности МЗС до нуля была детально исследо-
вана в [15] по движению лидирующих точек.
Можно выделить несколько фаз эволюции

фронта. На малых временах фронт расширяется
равномерно и представляет собой сферу соглас-
но начальному условию (7). На временах, близ-
ких ко времени прорыва Компанейца, фронт начи-
нает вытягиваться вдоль оси z, что соответст-
вует его ускорению. После фазы ускорения фронт
постепенно переходит в фазу торможения, когда
его поперечный размер становится больше про-
дольного.
Положение точки взрыва существенным об-

разом влияет на форму УФ (рис. 5, а). При малых
0z  взрыв происходит в среде с достаточно боль-

шей плотностью, а так как на начальных этапах
расширения (при малых y и, соответственно, t)
радиус УФ согласно решению Седова–Тейлора
зависит от начальной плотности, то чем выше
будет плотность, тем соответственно будет мень-
ше радиус УФ. При смещении точки взрыва
в сторону меньших z будет изменяться как пере-
пад плотностей, так и начальная плотность, при
этом радиус УФ согласно формуле Седова–Тей-
лора будет за то же время становиться больше.
Изменение параметра ,γ  определяющего пе-

репад плотностей, соответствует изменению ве-
личин, описывающих среду, в которой движется
УФ (рис. 5. б). Предельный случай 0γ =  (при
спадании плотности до нуля) отвечает прорыву
УФ на бесконечность за конечное время [9].
При малых ,γ  отличных от нуля на временах
порядка времени прорыва, у УФ появляется об-
ласть ускорения. С ростом γ  эта область умень-
шается, пока мы не приходим к другому предель-
ному случаю – 1,γ =  который соответствует от-
сутствию перепада плотности, т. е. однородной
среде. В этом случае УФ будет представлять
собой сферу.
Таким образом, варьируя в полученном реше-

нии свободные параметры ( ,γ  Δρ  и 0 ),z  можно
в широких пределах моделировать различные фи-
зические условия, на их основании изучать эво-
люцию УФ и делать выводы об условиях взрыва
и свойствах среды.

Рис. 4. Зависимость отношения поперечного сечения УФ
к продольному от нормированного времени Компанейца

0( 1,z =  2 3~ 10 ,−γ  1.97)y∞ =

Рис. 5. Сечение УФ для разных положений точки взрыва 0z
(1 – 0 0.5,z =  2 – 0 0.8,z =  3 – 0 1.2)z =  при 0.86Y =
и 2 3~ 10−γ  (а) и для различных значений перепада плотнос-
тей γ  (1 –  2 2~ 3 10 ,−γ ⋅  2 –  2 3~ 8 10 ,−γ ⋅  3 –  2 4~ 6 10 )−γ ⋅
при 0 1z =  и 0.76Y =  (б). Пунктирная линия – рассчитан-
ная форма УФ в промежуточной области
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6. Ýâîëþöèÿ óäàðíîãî ôðîíòà
â ðåàëüíîì âðåìåíè

Связь времени Компанейца y с реальным време-
нем t требует знания объема V УФ как функции
времени:

0

( )d ,
y

t h V y y= ∫

где параметр 0
2

0

2
( 1)

h
E

ρ=
λ Γ −

 содержит инфор-

мацию о свойствах среды и энергии взрыва.
Объем УФ, используя полученное решение,

находим численно для каждого интересующего
нас момента времени Компанейца y. Выбирая

3
0 300 см ,−ρ =  50

0 10 эрг,E =  ,λ = 2  10 пк,z∗ =
7 5,Γ =  можно перейти к реальному времени t

(рис. 6). В качестве характерного временного
масштаба выбираем время прорыва УФ на бес-
конечность при спадании плотности МЗС до нуля
при выбранных параметрах, 131.272 10  c.t∞ = ⋅
На рис. 6 хорошо видна фаза ускорения УФ,

которая сменяется фазой замедления (тормо-
жения). Видно также, что восстановленный УФ
качественно похож на УФ для решения Силича–
Фомина, использованный в [15] для иллюстрации
поведения УФ. Однако при одинаковых зна-
чениях плотности МЗС на одних и тех же вре-
менах Компанейца форма фронта будет сущест-
венно отличаться в зависимости от положения
точки взрыва. На временах, при которых УФ для

решения Силича–Фомина еще будет расширять-
ся, УФ для гиперболического закона спадания
плотности уже перейдет в фазу торможения.
Приведем так же оценки объема УФ как сфе-

ры s( ),V  как цилиндра c( )V  и численно рассчи-
танный объем (V) для заданных значений нор-
мированного времени Компанейца Y (см. табл. 1).
Видно, что на малых временах y y∞<  объем УФ
можно приблизительно оценивать как объем
сферы. На временах, близких ко времени проры-
ва Компанейца ~ ,y y∞  оценка объема УФ как
сферы получается немного заниженной. В то же
время, несмотря на вытянутую форму, вычисляя
объем УФ как объем цилиндра, мы получаем
завышенные значения. При торможении, когда
поперечный размер УФ становится больше про-
дольного, при вычислении объема фронт опять
можно приближенно считать сферой.

7. Çàêëþ÷åíèå

В работе получено полное аналитическое реше-
ние УК, описывающее эволюцию УФ в неодно-
родной среде с плотностью, изменяющейся по
закону гиперболического тангенса от МО к МЗС,
включающее промежуточную область фронта.
Решение в промежуточной области находится
из условия сшивки на верхней и нижней границах
этой области с решениями в областях, примы-
кающих к лидирующим точкам фронта, получен-
ными ранее [15].
Аналитические выражения для промежуточной

области вместе с выражениями для областей,
прилегающих к лидирующим точкам, полученны-
ми в [15], позволяют восстановить весь УФ и ис-
следовать его эволюцию для различных значений

Рис. 6. Сечение УФ плоскостью симметрии в различные мо-
менты реального времени t 0( 1;z =  2 3~ 10 ) :−γ  1 0.186 ,t t∞=

2 0.54 ,t t∞=  3 1.0486 ,t t∞=  4 1.86 ,t t∞=  5 2.72 .t t∞=  Пунк-
тирная линия – рассчитанная форма УФ в промежуточной
области

Таблица 1. Оценки объема УФ как сферы s( ),V
как цилиндра c( )V  и численно рассчитанный
объем (V) для заданных значений нормированного
времени Компанейца

3
s , пкV 3

c , пкV 3, пкV

0.6Y = 31.261 10⋅ 32.04 10⋅ 31.3 10⋅

0.86Y = 34.7 10⋅ 38.54 10⋅ 35.7 10⋅
1.01Y = 311.67 10⋅ 322.7 10⋅ 315.4 10⋅
1.11Y = 328.807 10⋅ 352.72 10⋅ 340.1 10⋅

1.22Y = 377.9 10⋅ 382.29 10⋅ 371.8 10⋅
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произвольных параметров: перепада плотности,
масштаба неоднородности и положения точки
взрыва. Это дает возможность в широких преде-
лах моделировать эволюцию ОСН в различных
физических условиях и таким образом делать
выводы о свойствах среды.
Полученное полное решение позволяет вычис-

лять объем, занимаемый УФ, и находить измене-
ние формы УФ в реальном времени.

Автор выражает благодарность Е. Ю. Банни-
ковой и проф. В. М. Конторовичу за ценные заме-
чания и обсуждение результатов представленной
работы.
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РОЗВ’ЯЗОК РІВНЯННЯ КОМПАНІЙЦЯ
ДЛЯ УДАРНОГО ФРОНТУ В СЕРЕДОВИЩІ
З ГУСТИНОЮ, ЩО ЗМІНЮЄТЬСЯ ЗА ЗАКОНОМ
ГІПЕРБОЛІЧНОГО ТАНГЕНСА, (ПРОМІЖНА
ОБЛАСТЬ ТА ЕВОЛЮЦІЯ У РЕАЛЬНОМУ ЧАСІ)

Отримано аналітичний розв’язок рівняння Компанійця
у плоско-стратифікованому середовищі з густиною, яка
змінюється за законом гіперболічного тангенса, що моделює
границю між молекулярною хмарою та міжзорянім середо-
вищем (проміжна область ударного фронту). Отриманий роз-
в’язок дозволяє побудувати повний розв’язок, відновити
весь ударний фронт та дослідити його еволюцію в реально-
му часі за довільних значень трьох незалежних параметрів:
перепаду густини, масштабу неоднорідності та положення
точки вибуху.
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SOLUTION OF KOMPANEETS EQUATION FOR SHOCK
FRONT IN THE INHOMOGENEOUS MEDIUM
WITH DENSITY CHANGING IN A FORM
OF THE HYPERBOLIC TANGENT (INTERMEDIATE
REGION AND REAL TIME EVOLUTION)

The analytical solution of Kompaneets equation, descri-
bing the evolution of the shock front in a planestratified me-

dium for density distribution in a form of the hyperbo-
lic tangent modeling the boundary molecular cloud –  inter-
stellar medium was obtained (intermediate region of the shock
front). Obtained solution allows to build the complete solu-
tion, restore the whole shock front and investigate its evolu-
tion in real time for arbitrary values of parameters: density
changes, scale of inhomogeneity and position of the explo-
sion point.
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