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8*	,99*.	 1	 .*(0*:	,9	 ;.*/*)'	 21&	 /'1'*	 ,9

1	),(*>	1;;.,145	0)'.,264*2	0)	@�A	',	4,)/'.64'"

0)<	'5*	'5*,.&	,9	*>*4'.,71<)*'04	:1(*	0)'*."

14'0,)	:0'5	;*.0,204	/*'/	,9	/4.**)/�	?	;*.0,204

/*'	0/	6)2*./',,2	*0'5*.	1/	1)	0)90)0'*	/'.64'6.*

,9	*B6020/'1)'	;>1)1.	/4.**)/�	,.	1/	1	/*70"0)90"

)0'*	,.	90)0'*	;1.'	,9	/645	1	/'.64'6.*�	C5*	/;*4"

'.1>	,;*.1',.	,9	.*9>*4'0,)	 R̂ 	=&	1	/*70"0)90)0'*

;*.0,204	/'.64'6.*	 0/	7,/'	*//*)'01>	 0)	'5*	2*"

(*>,;*2	 '5*,.&�	 ?4'61>>&	 '5*	 ;.,;*.'0*/	 ,9	 1

/'.64'6.*	4,)/0/'*2	,9	1	90)0'*	)67=*.	,9	*B60"

20/'1)'	 /4.**)/	 41)	 =*	 9,6)2�	 09	 1)	 *99*4'0(*

2*/4.0;'0,)	9,.	90*>2	2099.14'0,)	=&	=,6)21.0*/

,9	/*70"0)90)0'*	/'.64'6.*	*D0/'/�

E)	 90)20)<	 '5*	 .*9>*4'0,)	 ,;*.1',.	 R̂ 	 ,9	 1

/*70"0)90)0'*	 ;*.0,204	 /4.**)	 /*'�	 '5*	 /;*40904

/509'	/&77*'.&	,9	/645	/'.64'6.*	0/	*7;>,&*2�

?4'61>>&	'5*	2099.14'0,)	;.,;*.'0*/	,9	'5*	/'.64"

'6.*	:0>>	 =*	),'	 451)<*2	 09	 ,)*	,.	 1)&	 90)0'*

)67=*.	,9	=,6)21.&	/4.**)/	51/	=**)	46'	,99�

C5*	/102	;.,;*.'&	,9	/&77*'.&	1>>,:/	',	2*"

.0(*	 1)	 *B61'0,)	 9,.	 '5*	 ,;*.1',.	 R̂ 	 ,)	 '5*

1//67;'0,)	 ,9	 '5*	 +),:)	 /;*4'.1>	 /41''*.0)<

,;*.1',./	,9	1	/0)<>*	/4.**)�	:5045	9,.7/	'5*

=60>20)<	*>*7*)'	0)	1	/*70"0)90)0'*	/*'�

?	90*>2	0)402*)'	,)	1	/*70"0)90)0'*	/'.64'6.*

*D40'*/	'5*.*	1)	*0<*):1(*/	,9	'5*	4,..*/;,)2"

0)<	 0)90)0'*	 ;*.0,204	 /'.64'6.*�	C5*	 '.1)/70/"

/0,)	,;*.1',.�	:5045	;*.70'/	90)20)<	'5*	(*4"

',.	,9	/;*4'.1>	17;>0'62*/	,9	'5*	*D40'*2	*0<*)"

90*>2�	 41)	=*	*D;.*//*2	=&	 ˆ.R 	C5*	*0<*):1(*

90*>2	41)	=*	/'620*2	1)2	'5*	*B61'0,)	9,.	90)2"

0)<	'5*	;.,;1<1'0,)	4,)/'1)'/	9,.	'5*/*	:1(*/

41)	=*	,='10)*2	6/0)<	'5*	+),:)	,;*.1',.	 ˆ.R
F6.'5*.7,.*�	 09	 '5*	*0<*):1(*	0)	1	/*70"0)90"

)0'*	/'.64'6.*	0/	;.,;1<1'0)<	',:1.2/	'5*	9.**"

/;14*	=,6)21.&�	 '5*	 .*9>*4'0,)	1)2	 '.1)/70/"

/0,)	,;*.1',./	9,.	/645	1	90*>2	41)	1>/,	=*	*D"

;.*//*2	=&	 ˆ.R 	C5*	,;*.1',.	7*'5,2	51/	=**)

6/*2	',	,='10)	'5*	.*9>*4'0,)	1)2	'.1)/70//0,)

,;*.1',./	 9,.	 1	;*.0,204	 /'.64'6.*	:0'5	 90)0'*

)67=*.	,9	 /4.**)/�	C5*/*	,;*.1',./	 41)	1>/,

=*	*D;.*//*2	=&	 ˆ.R 	C56/	'5*	+),:>*2<*	,9	,;"

*.1',.	 R̂ 	1>>,:/	,='10)0)<	1	4,7;>*'*>&	451."

14'*.0G1'0,)	,9	 1)	 *>*4'.,71<)*'04	 ;.,;*.'0*/

,9	1)	0)90)0'*	;*.0,204	/4.**)	/*'�	1/	:*>>	1/	,9

0'/	/*70"0)90)0'*	,.	90)0'*">1&*.*2	;1.'/�

C5*	2*(*>,;*2	'5*,.&	51/	=**)	6/*2	9,.	'5*

2*'10>*2	/'62&	,9	'5*	2099.14'0,)	;.,;*.'0*/	,9

;*.0,204	 /'.64'6.*/�	 C5,/*	 /'.64'6.*/	 41)	 =*

4,7;,/*2	,9	20*>*4'.04	>1&*./	,.	,9	/*70"'.1)/"

;1.*)'	1)0/,'.,;04	/4.**)/	:5045	1.*	2*)/*	/'.0;

<.1'0)</	 H0)4>620)<	 '5,/*	,9	 90)0'*	 '504+)*//I�

1/	:*>>	1/	,9	 /4.**)/	:5045	1.*	/'.0;	<.1'0)</

,;*.1'0)<	 0)	 1	76>'0:1(*	7,2*�	C50/	 '5*,.&

51/	 =**)	 1;;>0*2	 1>/,	 ',	 1	 /'62&	 ,9	 *>*4'.,"

71<)*'04	90*>2	'.1)/9,.71'0,)	1'	'5*	J6)4'0,)

=*':**)	 .*<6>1.	 1)2	 201;5.1<7	:1(*<602*/�

1/	:*>>	1/	,9	'5*	90*>2	0)	1	:1(*<602*	:0'5	90"

)0'*	)67=*.	,9	201;5.1<7/�	C50/	1;;.,145	51/
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1>/,	1>>,:*2	/'62&0)<	'5*	2099.14'0,)	;.,;*."

'0*/	 ,9	 76>'0>1&*.*2	 /*'/	 ,9	 2,6=>*	 ;*.0,204

;>1)*	/4.**)/�	�645	/'.64'6.*/	1.*	1)	*99*4'0(*

7,2*>	,9	1.'090401>	7*201�
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C5*	=,6)21.&	(1>6*	;.,=>*7	,9	*>*4'.,71<"

)*'04	:1(*	2099.14'0,)	0/	6/61>>&	=.,6<5'	0)',

1	96)4'0,)1>	*B61'0,)

ˆ( )( , ) ( , ),Ax r b rτ = τ� �
					 ,r ∈Γ�

H���I

:5*.*	 ( , )x r τ�
	0/	'5*	6)+),:)	4,,.20)1'*	1)2

'07*	 96)4'0,)	 2*90)0)<	 '5*	 2099.14'*2	 90*>2�

( , )b r τ�
	 0/	'5*	+),:)	96)4'0,)	4,))*4'*2	:0'5

'5*	0)402*)'	90*>2�	Γ	0/	'5*	,=/'14>*	=,6)21.&�
1)2	 Â 	7*1)/	 >0)*1.	,;*.1',.�	C,	,='10)	'5*

/,>6'0,)	,9	'5*	;.,=>*7

1ˆ( , ) ( )( , )x r A b r−τ = τ� �
H���I

'5*	,;*.1',.	 Â 	76/'	=*	0)(*.'*2�	C5*	,;*.1',.
1Â− 	0)(,>(*/	1>>	0)9,.71'0,)	4,)'10)*2	0)	'5*

9,.76>1'0,)	,9	'5*	;.,=>*7	:5045	0/	)*4*//1.&

9,.	0'/	/,>6'0,)�
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?/	1)	*D17;>*�	4,)/02*.	'5*	;>1)*	*>*4'.,"

71<)*'04	 :1(*	 2099.14'0,)	 =&	 1	 ;>1)1.	 ,)*

;*.0,204	 /4.**)	 H/**	F0<�	 �I�	 $*'	 '5*	 0)402*)'

:1(*	0/	>0)*1.>&	;,>1.0G*2	H*0'5*.	E
�
	,.	H

�
	(*4"

',.	0/	;1.1>>*>	',	'5*	20.*4'0,)	,9	'5*	/4.**)	5,"

7,<*)*0'&I�	8*	 /51>>	 1//67*	 51.7,)04	 '07*

2*;*)2*)4*	 ie− ωτ 	,9	90*>2�	:5045	0/	,70''*2	0)

'5*	9,>>,:0)<�	85*)	1	;>1)*	:1(*

( sin cos )( , )inc ik y zu y z e α+ α= H��MI

0/	0)402*)'	,)	1	;*.0,204	/'.64'6.*�	'5*	'.1)/70'"

'*2	*>*4'.,71<)*'04	 90*>2	 0/	1	 /6;*.;,/0'0,)	,9

/;14*	51.7,)04/	:0'5	20/4.*'*	/;1'01>	/;*4'.67

0( , ) ( ) ,n nih y i zt t
n

n

u y z b h e
∞

+ γ

=−∞
= ∑ 					 ,z a> H��NI

:5*.*	 2 2
0 0sin , 2 , ,n n nh k h h n l k h= α = + π γ = −

1)2	 Im 0nγ ≥ 	 09	 Im 0,nγ = 	 '5*)	 Re 0,nγ > 	 1)

0)2*D	�	71.+/	'.1)/70''*2	90*>2	(1.01=>*/�	E9	 nγ
0/	.*1>�	'5*	�	/;14*	51.7,)04	;.,;1<1'*/	0)	'5*

51>9"/;14*	 z a> 	1'	1)	1)<>*	 nα 	:0'5	.*/;*4'	',

'5*	 ;,/0'0(*	0�O1D0/�	 :5045	 0/	 2*90)*2	 =&

tan .n n nhα = γ 	E9	 ,nh k> 	'5*	�	/;14*	51.7,)04

0/	1	/>,:	:1(*	;.,;1<1'*2	1>,)<	'5*	0�O1D0/�

E'/	 90*>2	 2*4.*1/*/	 *D;,)*)'01>>&	 :0'5	 20/'1)4*

9.,7	'5*	/6.914*	,9	;*.0,204	/'.64'6.*�	C5*.*9,.*

'5*/*	/;14*	51.7,)04/�	:5045	2,	),'	;.,;1<1'*

0)	1)&	),)"G*.,	1)<>*	20.*4'0,)	9.,7	'5*	/4.**)�

1.*	 0)5,7,<*)*,6/	 ;>1)*	 :1(*/�	 :5,/*	 90*>2

0/	>,41>0G*2	)*1.	'5*	/6.914*	,9	;*.0,204	/'.64'6.*�

?//67*	'51'	'5*	0)402*)'	90*>2	0/	1	5,7,<*"

)*,6/	,.	0)5,7,<*)*,6/	;>1)*	:1(*

( , ) ,m mih y i zinc
mu y z e + γ= 		 ( 0, 1, 2, ...).m = ± ± H���I

�6=/'0'6'0)<	 0h 	0)	H��NI	=&	 mh 	1)2	;.,4**20)<	',

1),'5*.	/6771'0,)	0)2*D	 ,s m n= + 	:*	,='10)

( , ) ( ) .s sih y i zt
m s m m

s

u y z b h e
∞

+ γ
−

=−∞
= ∑ H��!I

E'	9,>>,:/	9.,7	H��!I�	'51'	:5*)	'5*	;>1)*	:1(*

H��MI	 0/	 0)402*)'	,)	 '5*	;*.0,204	 /4.**)	 1'	 1)
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1)<>*	α�	1)2	1),'5*.	;>1)*	:1(*	H���I	0/	0)40"
2*)'	 ,)	 '5*	 /17*	 /4.**)	 9.,7	 '5*	 20.*4'0,)

:5045	 4,0)402*/	 :0'5	 '5*	 ;.,;1<1'0,)	 20.*4"

'0,)	9,.	1)&	/;14*	51.7,)04�	'5*	/*'/	,9	;.,;"

1<1'0,)	20.*4'0,)/	9,.	'5*	:1(*/	,9	'5*	'.1)/"

70''*2	90*>2	/;*4'.1	1;;*1.	',	=*	'5*	/17*�

?>>	 ;.,;*.'0*/	 ,9	 '5*	 '.1)/70''*2	 90*>2	 *D"

;>10)*2	 1=,(*	 2,	 1>/,	 5,>2	 9,.	 '5*	 90*>2	 .*"

9>*4'*2	=&	 '5*	;*.0,204	 /'.64'6.*�	C5*	;.,;1"

<1'0,)	20.*4'0,)/	,9	'5*	/;14*	51.7,)04/	,9	'5*

/17*	 0)2*D	,9	 '5*	 .*9>*4'*2	1)2	,9	 '5*	 '.1)/"

70''*2	90*>2/	1.*	/&77*'.04	',	'5*	;>1)*	 0.z =
C5*	17;>0'62*	4,>67)"(*4',.	,9	'5*	/;14*

51.7,)04/	,9	'5*	'.1)/70''*2	90*>2	4,..*/;,)2/

',	*145	,9	'5*	;>1)*	:1(*/	,9	6)0'	17;>0'62*

( , )i
mu y z 	 H0)	 '5*	 41/*	 ,9	 1)	 0)5,7,<*)*,6/

:1(*�	 '5*	 90*>2	 /5,:/	 1)	 6)0'	 17;>0'62*	 1'

0).z = 	8*	 4,)/'.64'	 ),:	 '5*	 0)90)0'*	71'.0D

( )n m nmt b h b
∞ ∞
−∞ −∞= = 	1)2	41>>	0'	1/	'5*	<*)*."

1>0G*2	;*.0,204	/'.64'6.*	'.1)/70//0,)	71'.0D�

80'5	'5*	�"71'.0D	0'	0/	*1/&	',	,='10)	'5*	'.1)/"

70''*2	90*>2�	09	1	/6;*.;,/0'0,)	,9	:1(*/	0)	'5*

9,.7	,9	 H���I	 0/	 0)402*)'	,)	1	;*.0,204	 /'.64"

'6.*�	?//67*�	'51'	'5*	:1(*	17;>0'62*/	0)	'50/

/6;*.;,/0'0,)	 2*90)*	 1	 4,>67)"(*4',.

{ } .i
m m

b
∞

=−∞
	 C5*)	 '5*	 (*4',.	 ,9	 '5*	 '.1)/70''*2

90*>2	17;>0'62*/	41)	=*	9,6)2	9.,7	'5*	9,.76>1

.t i i
nm m

m n

b tb b b
∞∞

=−∞ =−∞

 
= =  

 
∑

C5*	0)90)0'*	�"71'.0D	2*'*.70)*/	1	>0)*1.	,;*."

1',.	 ˆ,t 	:5045	.*>1'*/	',	*145	17;>0'62*	(*4',.
ib 	 ,9	 '5*	 0)402*)'	 90*>2	 '5*	 tb O(*4',.	 ,9	 '5*

'.1)/70''*2	90*>2	17;>0'62*/�	?	<*)*.1>0G*2	.*"

9>*4'0,)	71'.0D	0/	/070>1.>&	=60>'	6;�

F.,7	),:	,)�	:*	:0>>	4,)/02*.	'51'	,;*.1"

',.	 t̂ 	 1)2	 .*9>*4'0,)	 ,;*.1',.	 ˆ,r 	 /,>(0)<	 '5*

4,..*/;,)20)<	=,6)21.&	(1>6*	;.,=>*7	H���I�

1.*	+),:)�
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P,0)402*)4*	0)	/;14*	51.7,)04	;.,;1<1'0,)

20.*4'0,)/	9,.	'5*	2099.14'*2	90*>2�	09	;>1)*	:1(*/

:0'5	;.,;1<1'0,)	4,)/'1)'/	 ( 0, 1; 2 ...)mh m = ± ±
1>,)<	 '5*	0�O1D0/	1.*	 0)402*)'	,)	1	;*.0,204

/'.64'6.*�	0/	(*.&	07;,.'1)'�	F,.	1)&	/&/'*7	,9

;1.1>>*>	 ;>1)*	 ;*.0,204	 /'.64'6.*/�	 ;,//*//0)<

2099*.*)'	 <*,7*'.&	 1)2	 *>*4'.04	 ;.,;*.'0*/	 0)

'5*	<*)*.1>	=6'	02*)'041>	;*.0,2040'&�	'50/	9*1"

'6.*	.*/6>'/	 0)	1)	*>*4'.,71<)*'04	90*>2	:5045

/5,:/	1	/;*4'.67	,9	;>1)*	:1(*/�	:5,/*	;.,;"

1<1'0,)	20.*4'0,)/	1.*	'5*	/17*	1/	'5,/*	,9	'5*

;1.'01>	 ;>1)*	 :1(*/	 :5045	 1.*	 2099.14'*2	 =&

*145	,9	'5*	0)20(0261>	/4.**)/	,9	'5*	/&/'*7�

Q,:	>*'	6/	4,)/02*.	 '5*	;.,=>*7	,9	;>1)*

:1(*	 2099.14'0,)	 =&	 ':,	 ;1.1>>*>	 ;*.0,204

/4.**)/	H/**	F0<�	�I�	?	;>1)*	:1(*	:0'5	17;>0"

'62*	 0
ib 	0/	0)402*)'	,)	'50/	/&/'*7	9.,7	'5*	51>9"

/;14*	 1z a< − 	1'	1)	1)<>*	α�	$*'	 '5*	;*.0,204
/'.64'6.*/	/5,:	02*)'041>	;*.0,2	��	 >*'	'5*&	=*

/&77*'.04	:0'5	.*/;*4'	',	;>1)*/	 0z = 	1)2	 ,z∆
.*/;*4'0(*>&�	1)2	1//67*	'51'	'5*	'.1)/70//0,)

1)2	 .*9>*4'0,)	 ,;*.1',./	 1.*	 +),:)	 9,.	 *145

/'.64'6.*	H'5*&	1.*	71.+*2	:0'5	0)2*D*/	�	1)2	�I�

K*),'*	'5*	17;>0'62*	(*4',.	,9	'5*	.*9>*4'"

*2	90*>2	/;14*	51.7,)04/	=&	��	'51'	,9	'5*	90*>2

'.1)/70''*2	'5.,6<5	'5*	/'.64'6.*	=&	 ,tB 	1)2

2*),'*	'5*	17;>0'62*	(*4',./	,9	'5*	/;14*	51."

7,)04/	0)	=*':**)	'5*	;*.0,204	/4.**)/	:5045

;.,;1<1'*	 H,.	 1.*	 *D;,)*)'01>>&	 2*41&0)<I	 0)

;,/0'0(*	 ,.	 )*<1'0(*	 20.*4'0,)	,9	 '5*	0�O1D0/

=&	3�1)2�4�	.*/;*4'0(*>&�	C5*	'.1)/70//0,)	1)2

.*9>*4'0,)	 ,;*.1',./	 :5045	 51(*	 =**)	 7*)"
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'0,)*2	1=,(*�	1.*	:.0''*)	:0'5	 .*/;*4'	 ',	 '5*

/4.**)	>,41'*2	1'	 0.z = 	S*)4*	'5*	.*9>*4'*2	1)2

'.1)/70''*2	90*>2/	1'	'5*	90./'	/4.**)	H�	1)2	3I
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
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
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'07*/	41>>*2	1/	U'5*	51>9"0)(*./0,)	7*'5,2VI�

C5*	 02*1	 ,9	 '5*	 51>9"0)(*./0,)	 7*'5,2	 >0*/

0)	 '51'	 '5*	 2099.14'0,)	 ;.,=>*7�	 9,.76>1'*2
1/	,;*.1',.	WB�	 H���I�	 0/	 /,>(*2	 0)	 ':,	 /'*;/�

?/	90./'	/'*;�	'5*	 Â O,;*.1',.	0/	.*;.*/*)'*2	1/

/67	,9	':,	,;*.1',./	 1 2
ˆ ˆ ˆA A A= + 	0)	1	:1&	'51'

'5*	0)(*./*	',	'5*	 1Â O,;*.1',.	41)	=*	9,6)2�

1)2	'51'	'5*	 2Â O,;*.1',.	/5,:/	1	/71>>	),.7

6)2*.	 '5*	 ;5&/041>	 4,)20'0,)/	 ,9	 '5*	 2099.14"
'0,)	;.,=>*7�	C5*	/*4,)2	/'*;	'5*)	0/	,='10)"
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F,.	*D17;>*�	0)	/,>(0)<	'5*	;.,=>*7	,9	;>1)*
:1(*	2099.14'0,)	=&	1	/'.0;	<.1'0)<	:0'5	'5*	/,"

41>>*2	U7*'5,2	,9	X0*71))"S0>=*.'V	 @�A�	,;"

*.1',.	 1̂A 	0/	1	/'1'04	;1.'	,9	,;*.1',.	 ˆ.A 	S*)4*

2Â 	 0/	 /71>>	 0)	 0'/	 ),.7�	 ;.,(02*2	 '5*	:1(*"

>*)<'5	*D4**2/	'5*	/'.64'6.*	;*.0,2�	E9	 0)	'50/
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:5*.*	 12 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ .P r r= ϕ ϕ 	 Y&	 4,7;1.0)<	 H��RI	 1)2
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'0,)	=&	1	;*.0,204	/'.64'6.*	H/5,:)	0)	F0<�	�I�
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C5*	;.,=>*7	=*4,7*/	7645	7,.*	 4,7;>0"

41'*2�	09	'5*	4,7;,)*)'/	,9	'5*	4,7;>*D	/'.64"

'6.*	51(*	2099*.*)'	;*.0,2/�	 E9	 '5*	;*.0,2/	1.*
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/5,6>2	 '5*)	=*	 .*264*2	 ',	1	)*:	=1/0/	 4,..*"

/;,)20)<	',	'5*	;*.0,2	,9	'5*	:5,>*	/'.64'6.*�
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)1>	)67=*.�	'5*	:5,>*	/'.64'6.*	0/	),'	;*.0,204�

E'	0/	),'	14402*)'1>>&	'51'	:*	',,+	'5*	71"

'.0D	/;*4'.1>	,;*.1',./	,9	/41''*.0)<	1/	1)	*D"
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;.,=>*7/	,9	:1(*	2099.14'0,)	=&	;*.0,204	/'.64"
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