
�����������	�	
�������
�
�����	�����		��	���	���	��	�������

�	��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�
�		����

'()	*����+���*�

�����������	
����
��	������������	
	���

����
�����	

	����������������		�����
�

�

����


	����	����������������
���		����	��
�

��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�


����������	
����
����������������������������������	��������	����

��������������������������	� �����!�"#$�����	��	

%&'(%&'�)*+&),-�.+

/�	� 0�1����1��	�����
	�2�3�4"���05�0��""6���

,��-!�.����	�
�-���/!���!	� �#�� �	 &
�0!
�#	�-�	1��!��� 
�2�	��3!��
��	��2!
!
�

�
�2�	
���!�

�2�	3�-��	3�-./!

&!	
�
!!�	(-�	�3!��
�	
!
� 
���!#	�������/
�	�45!2�

 ���	 &3�-
!
	/��-!

&#	�/!�	�	3
� !�!
�	�
� 
!
�!	�	�� !��
&��	1 
����/!�����	���!�

-���	�"!
��	��-�4-!
��	3�-�	 	��
!	�!
�	4�-67�#	��������/!���	
!
� 
�#	��!
&�

 �������	
�

8	3
!�&�.5��	/�����	
�7!2�	���-!���

 �
��	9���:	4&-�	3�-./!
�	�
�-���/!���!

3
���-0!
�!	  	 ���3-!��
.�	 3-������6

.2-� �2�	���!
��	 &
�0!
�#�	�3
!�!-��

�5��	 	3
�4-�0!
��	�.

!	1��!��� 
&#

��3!��
�	 ��2!
!
�
�	 
���!�

�2�	 3�-��

%
����/!����	
!�-���"��	/��-!

&�	
���

/!�� 	3�	3�-./!

&�	��
�.-��	 �
!4.!�

��	��3�-
��!-6
�2�	�
�-���	 	� ���	�	
��

-�/�!�	���4&�	��/!�	.	 &/��-�!�&�	 !�

-�/�
�

;���/!#	1��#	/����	���-!�� �
��	� -�!��

��	 3
� !�!
�!	 ����2�	 �
�-����	 /��-!

&�


��/!�� 	 	�-./�!	�3!��
�	
!
� 
���!#	 ( )W χ�

�������/
�	 �45!2�	  ���	 �	 �
� 
!
�!	 
!�

�.-6���� 	
��/!�� 	�	
!����
&��	1 
�����

/!�����	���!-����

!�������������	
�� ′ ′ 2I I→ −
���� , ( , )

2 2E M e oSUM �
� , ( , )
5 2E M e oSUM

<3.����	 �-�	 �
�������	 �4��
�/!
�#

 !
�
�!	�
�!��&	7�	8	�	
�0
�!	��	��	��3��

7!�	 ( , ) 2e oSUM 	 =��
�.-&	 =��>�	 =��>	��	 9�:>

��!����/!���	 	 ��!?

4

4 4

2 2
( ) ( ) ( )

2 1 2
2

n m
e

n m l m n
SUM

′− −∞ ′ ′

′ ′ ′= + = −

= +∑ ∑


4

4 4

2 2
( ) ( ) ( )

4
2 2 2

( , , ),
n m

e

n m l m n
F n n l

′− −∞ ′ ′

′ ′ ′= + = −

+ ∑ ∑ 


=�>

4

4 4

2 1
( ) ( ) ( )

2 1 2 1
2

n m
o

n m l m n
SUM

′− −∞ ′ ′

′ ′ ′= + = − +

= +∑ ∑


4

4 4

2 1
( ) ( ) ( )

4
2 2 2 1

( , , ).
n m

o

n m l m n
F n n l

′− −∞ ′ ′

′ ′ ′= + = − +

+ ∑ ∑ 


=�>

@�3��
���	 /��	 ;n n n′= + ∆ 	 ;l l n′= + ∆
2n m′ ′= 	A	"!-��	/���6	��	Ren 	=3
�
����	/!��


�#>B	 �
�!��	 (') 	 ��
�/�!�	 �.���
� �
�!
�	7�2��	��	�	�
�!��&	 ( , )e o 	��
�/���	�-��

2�!�&!	�	/!�
&�	 3 4 3z n n l z′= + − ≡ 	�	
!/!��


&�	 3z 	���� !��� !

��

�������
��	 3
!�4
��� �
�!	 =���!
.>

2.l l′ ′→ − − 	(-�	
!2�	3
����	 1l′ = − 	3!
!���

���	  	 ���.	 �!4��	 3
����	 2l′ = − 	 3!
!�����

 	 0,l′ = 	
�0
��	2
�
�"�	�!���
�	�.���
��

 �
��	 42l m n′ ′= − 	 3!
!�����	  	 3
��.�



��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�


��*
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

4 2 2,l n m′ ′= − − 	 �	 3
����	 42 1l m n′ ′= − + 	  

3
��.�	 4 2 3.l n m′ ′= − −
C��	 ��
�/�!��	 /��	  �!	 �-�2�!�&!

( , )
4( , , )e oF n n l 	�	 1l′ <− 	3!
!�����	 	{ }( , )

4( , , )e oF n n l
��	 �
�/!
�!�	 | | 2l′ − 	  �!���	 ,l′ 	 �

{ }( , ) ( , )
4 4( , , ) ( , , 2 )e o e oF n n l F n n n l n′ ′≡ + ∆ − − + ∆ 	A


!�.-6���	3
!�4
��� �
���	D�2��	�-�	=�>�	=�>

3�-./��

( ) 2eSUM =

4 4

4 4

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 0 2 3 1

n m n m

n m l n m l

′ ′− − − −∞ ∞
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′= + = = + =

 
= + ×   

∑ ∑ ∑ ∑

{ }( )( ) ( )
4 4( ( , , ) ( , , )e eF n n l F n n l× + +

4

( ) ( )
4 1

2 1

( , , ) | ,e
l

n m

F n n l
∞

′
′=−

′= +
+ ∑ =�>

( ) 2oSUM =

4 4

4 4

2 3 2 3
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 0 2 4 1

n m n m

n m l n m l

′ ′− − − −∞ ∞
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′= + = = + =

 
= + ×   

∑ ∑ ∑ ∑

{ }( )( ) ( )
4 4( , , ) ( , , )o oF n n l F n n l× + +

4

( ) ( )
4 1

2 2

( , , ) |o
l

n m

F n n l
∞

′
′=−

′= +
+ +∑

4

4

( ) ( )
4 2 1

2 1

( , , ) | .o
l n m

n m

F n n l′
′ ′= − −

′= +
+ ∑ =�>

;
�/!
��	 , ( , )
2 4( , , )E M e oF n n l 	�	 , ( , )

5 4( , , ),E M e oF n n l
����5�!	 3��	 �
�����	 1���	 �.���	 ��
&

 	�!���!	9�:	��
�.-���	=�*>�=��>�	=��>�=�*>�

8!-�/�
&	 2 (0)C 	 �	 2 2
2 (0),A C� 	  ����5�!

 	 
���	 �3
!�!-�����	 ��
�.-���	 =��>

�	=��>	=���	9�:�	%
�-�0!
�!	�>�	2�!	�-!�.!�

./!��6�	 /��	  	 .�-��	 �.���
� �
��	 3�	 4n
�	 l′ 	  !-�/�
�	 3 4 4 3z n n l n n l z′ ′ ′≡ + − ≡ + − ≡
� -�!���	"!-&�	=/!�
&�	-�4�	
!/!�
&�>

/��-��	 ��	 ���� !��� !

��	 2 3cos 1
2

zπ  ≡  
-�4�	 2 3sin 1.

2

zπ  ≡  

(-�	.��4�� �	��-6
!#7��	 &/��-!
�#

  !�!�	"!
�
�
� �

�!	��
����!-6
�	1 2
�
�/!
�!	 1 2 ,n n∆ = + δ 	 �-�	 ����
�2�

1 2 Re 1 2.n− ≤ δ < 	D�2��

0 0 4

1 1 4

2 2 4

3 3 4

1 2 1 2 ,

,

1 2 1 2 ,

.

z z n n n l n

z z n n l

z z n n n l n

z z n n l

′ ′ ′≡ + + δ = + + + + δ
 ′ ′ ′≡ = − + +
 ′ ′ ′≡ + + δ = − + + + δ
 ′ ′ ′≡ = + −

=�>

<��4�	3��/!
�
!��	/��	 1 1z z′≡ 	�	 3 3z z′≡
� -�����	 "!-&��	 /��-���	 �	 ���
��� �#

/!�
���6��	@�	
���	�	 	9�:	���4
�0!
&	-��


��	 0,iz′ = 	( 0, 1, 2, 3),i = 	�!-�5�!	3-������6

4 ,n l′ 	 
�	 /�����	 2�!	 0iz′ > 	 =�4��
�/!
�	 E>

�	 0iz′ < 	 =�4��
�/!
�	 A>�	 %� !�!
�!	 ( )if z
��	��
�.-	=��>	�	=��>	 	1���	/�����	3-���

�����	 4 ,n l′ 	 �� !
7!

�	 
��
�!	  	 ��-.

� �#�� 	F��.
�"���

(-�	 0iz′ < 	3� !�!
�!	 ( )if z 	�4.�-� -!
�

3�-�����	F��.
�"��	3
�	"!-&�	 0.iz ≤ 	,�


���	 �	  ��
��	 /��	 �-�	 ( , ) 2e oSUM 	 ���� &�

� -�!���	 2.z 	 %�1���.	 3
�	  &/��-!
���

����3�����	 �-!�.!��	  ��3!
 &��	 ��/
�

./!��6	2-� 
.�	/���6	-�
�
� ����	
��-��

0!
�#	  	 ��
!��
����	 3�-��� 	 �	 3!
!#��

��	 2z 	�	 2 ,z− 	 &�!-� 	3�-���	 	 ��!	���!-6�


�2�	���
�0��!-��	 �� ��
&��	�	3���56�

3
!�4
��� �
��	 2l l′ ′→− − 	 ����4�
�
��

 ��6	 �-�2�!�&!	 �	 2l′ ≤ − 	 ��	
�0
!#	/����

�!���
�	 �.���
� �
��	 ��	 �-�2�!�&��

�	 0l′ ≥ 	��	 !
�
!#	/����	=��
�.-&	=�>�	=�>>�

)��	4.�!�	 ��
�	 	��-6
!#7!��	3
�	�����

�-�0!
��	2-� 
&!	/����	-�
�
� ����	
���

-�0!
�#	 	��/���	3�-��� 	��/
�	 ����
�

.
�/��0�����	�	 ( , ) 2e oSUM 	����!���	��
!/�


�#	 !-�/�
�#�

�!�.-6���	 3
!�4
��� �
��	 2l l′ ′→ − −
�-�	 iz 	 &2-����	�-!�.�5��	�4
����?

{ }

0 3 3

1 2 2

2 1 1

3 0 0

{ } 1 2 1 2 ,

{ } 2 1 2 ,

{ } 1 2 1 2 ,

2 1 2 .

z z n z n

z z z n

z z z n

z z z n

′= − + δ = − + δ
 ′= − − = − − + δ
 ′= − − + δ = − − + δ
 ′= + = + − δ

=*>



%
!�4
��� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	1-!��
���2
��
�2�	3�-��	
���!�

�2�	��������/!������

��+
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

�
�-�2�/
�

2 1 2 2 2 ,l l n′+ = + + δ 					{ }2 1 2 2 2 ,l l n′+ = − − + δ

3
1 3

,
2 2

y l n l n
  ′ ′= + + δ + + δ    

{ }3
1 3

,
2 2

y l n l n
  ′ ′= + − δ + − δ    

{ }1 1
1 3

,
2 2

y y n n n n
  ′ ′= = + + δ + + δ    

{ }2 2 4 4( 1),y y n n= = + 				{ } { }
{ }

1 2 3
1

1 3

,
2

y y y
A

y y

− +
=

1
'

2

ˆ ˆ ,l
l n

± ±

+ +δ
Ω = Ω

																{ } 1
'

2

ˆ ˆ .l
l n

± ±

+ −δ
Ω =Ω

,�3�-6�.�	 � ��6	 ( ) (1 ) sin( ) ,z z zΓ Γ − = π π
��!-�!�	3
!�4
��� �
�!?

1

2 2

1

sin ( 1 2 )
2( ) ( ),

sin ( 2 )
2

z
f z f z

z

π − − δ
= π − δ

� =+>

2�!

2 2
2

1
( )

2 2

z z
f z

−   = Γ − Γ      
� =G>

 &
�0�!���	 /!
!�	 F��.
�"��	 �	 
!��
�"��

�!-6
�#	�!#�� ��!-6
�#	/���6�	�
2.�!
���

%
�	 3�-./!
��	 =+>	 ��3�-6�� �
�	 � ��6

2 1 1 2 2z z l′= − + + δ + 	��	�3
!�!-!
�#	 iz 	�	/!��


&�	 2 .l′ 	 %
�	 1���	  ����0
&!	 3�-���

F��.
�"�#	 	 2( )f z 	3!
!�����	 	
.-�	�����

 !��� .�5��	 ��
.�� 	  	 ����
�7!
��	 =+>�

,�	���
��� �#	/!�
����	 1z′ 	�	 3z′ 	�-!�.�
!��	/��	3
�	/!�
&�	 3z′ 	��
�7!
�!	��
.�� 

 	 =+>	
� 
�	 1tg ( ),n− πδ 	 �	�-�	
!/!�
&�	 3z′ 	 A

( )1tg ( ) .n−− πδ 	<�����	�-�	 3z 	/!�
&�

2 2 2 2
(0)

tg( )

l n
C

n

′ + + δ= ×
π πδ

1 3 2

0 0

( ) ( ) ( 1 2 )
,

( 2 2 ) ( 1 2 )

f z f z f z n

z n f z n

′ ′ ′ + + δ×
′ ′+ + δ + + δ

�

=H>

{ }2 2 2 2
(0)

tg( )

l n
C

n

′ + − δ= − ×
π πδ

1 3 2

0 0

( 2 ) ( 2 ) ( 1)
,

( 2) ( 1)

f z n f z n f z

z f z

′ ′ ′− δ + δ +×
′ ′+ +

�

=��>

��	�
�-�2�/
��	�-�	 3z 	
!/!�
&�

2 2
2

1 3

2 2 2 1
(0)

tg( )

l n
A C

n y y

′ + + δ= − ×
π πδ

�

0 0

1 3 2

( 2 2 ) ( 2 2 )
,

( ) ( ) ( 1 2 )

z n f z n

f z f z f z n

′ ′+ + δ + + δ×
′ ′ ′ + + δ�

=��>

{ }2 2
2

1 3

2 2 2 1
(0)

tg( ) { }

l n
A C

n y y

′ + − δ= ×
π πδ

�

0 0

1 3 2

( 2) ( 1)
.

( 2 ) ( 2 ) ( 1)

z f z

f z n f z n f z

′ ′+ +×
′ ′ ′− δ + δ +�

=��>

,�	1���	��
�.-	 ��
��	/��	�-�2�!�&!	 

� �#
&�	�.����	=�>�	=�>	�-�	3�-."!-&�	�
��

/!
�#	 1 2n n′= + 	 =��	 !�	 3
�	 0)nδ = 	 ��!��

3�-���	 (tg( ) 0),nπδ → 	 ����
&!	 3
�	 0nδ =
4.�.�	��-��& ��6��	�	
��
&��	�
�����	���

��	3!
 �2�	���
�0��!-�	 (2 2 2 ) ,l n′± + + δ π
��	��	����-6
&!	 !-�/�
&	3
�	 0nδ → 	�
 ��


��
�
&?	 1 1{ } ,A A→ 	 3 3{ } ,y y→ 	 ˆ ˆ{ } .l l
± ±Ω →Ω

'/!�	�-!�.�5��	/-!
� 	
��-�0!
��	~ ,n l′δ
in zδ 	3
�	 0nδ ≠ 	3
� ����	�	��
!/
&�	�
��

/!
���	 �-�2�!�&�	  	 ��-.	 3
!�!-6
�2�	 3!�


!����	 lim( tg( )) 1 .n nδ πδ = π
(-�	�-�2�!�&�	���
�

�#	�.��&	3�	 4n

 	 ( ) 2oSUM 	 	3�2
�
�/
&�	��/���	
�	3
���#



��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�


��G
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

4 2 1l n m′ ′= − − 	 )( 2 2 , 1 2 Re 1 2z n n= δ − ≤ δ <
3
�	 1 2nδ → − 	��!!�	�"!
�.	 4( 2 1) :n m′> +

( ) 2 2
2 4 2

3 2

2 2 2
( , , ) ~ (0) ~ ~

( )
o l n

F n n l A C
y f z

′ + + δ
�

( 1) 1 1
~ ~ 0.

1 1 (0)
2 2

n

n n

Γ δ + → =
Γ   Γ δ + Γ δ +      

D�/��	 0nδ = 	 �	 1 2nδ = + 	 �-�	 1��#	 �.��&

� -�����	 
!2.-�

&���	 ��	 ���-�/!
�!�

�-�2�!��2�	�	 4 2 1.n m′= + 	(-�	1��2�	�-�2�!�

��2�	 0,l′ =

3
1 3

,
2 2

y n n  = δ + δ +    
	 	 	 ( )2 2 2 2 1l n n′+ + δ = +δ 	 �

( )
2 4

2(1 ) ( 1)
( , ) ~

3 1 1
2 2 2

o n n
F n n l

n n n

+ δ Γ δ + =
    δ + δ + Γ δ +        

( 1)
2(1 ) ~ const,

5
2

n
n

n

Γ δ += + δ
 Γ δ +  


!����
�	 
�	 ���	 /��	 3
1 2

0.
n

y
δ →−
→ 	 C��	 �
�/!
�!

3
�	.�
�0!
��	
�	 ( )1 2nΓ δ + 	���3!
��
.�

!���	3�-����	 (0).Γ
�������
��	3� !�!
�!	���
�

&�	�.��

3�	 4n 	 	=�>	�	=�>	 	��/���	
�	3
���#	 1:l′ = −

( ) 2 2
2 4 2

3 2

( 1 ) 1
( , , ) ~ (0) ~ 2 ~

( )
o l n

F n n l A C
y f z

′ + + δ
�

2

2 1
~ ~ const

1 1 ( )tg( )
2 2

n

f zn n n

δ
  δ − δ + πδ    

�

3
�	 0nδ = 	�	 1 2,nδ = ± 	3����-6�.	�.
�"��

2( )f z� 	
!2.-�

�	3
�	 2Re 0.z <

�
�-�2�/
�	 �-�	 /!�
�#	 �.��&

3
�	 1l′ = − 	 �	 4 2 1n m′≥ + 	 ��!!�

2Re Re( 1 2 ) 0,z n≤ − + δ < 	 2 2 2l n n′ + + δ = δ 	�

( ) 2 2 1 2 3
2 4 1

3

( , , ) ~ (0) ~e y y y
F n n l A C

y

− + ×

1 2 3
2

3

2 1 2
( ) ~ ,

tg( ) tg( )

y y yl n n
f z

n y n

′  − ++ + δ δ× πδ πδ 
�

2�!	 ( )( )3 1 2 3 2 .y n n= δ + δ + 	)��	�	�-�	
!/!��


�#	�.��&�	��/��	 0nδ = 	�	 1 2nδ = ± 	� -��

����	
!2.-�

&���

8
!	 ��-&�	 ��
!��
���!#	 ��/!�	 0nδ =
�	 1 2nδ = ± 	 &/��-!
�!	 ( , )

2 2e oSUM 	
!	3
!��

��� -�!�	 3
�
"�3��-6
&�	 ���
.�
!
�#�

����	 �	 ��3
�0!
�	 �	 3
!���-!
�!�	 �-�0�


���!#	�!�
�/!���2�	��
���!
��

(-�	 ( , )
5 2e oSUM 	3
�4-!�&	 &/��-!
��	
�

3
���#	 1l′ = − 	�	 	��/�!	 0,l′ = 	 4 2 1n m′= +
�!
!!	�-�0
&�	3����-6�.	 2

1A 	�	 2
2A 	 	��
�

�.-��	 =��>	 �	 =��>	 ��	 9�:	 .�
�0�����


�	 !-�/�
. 3 ( 1),y l l′ = + 	����
��	�4
�5�!��

��	 	
.-6	3
�	 1 2.nδ = −
8	 ����-6
&�	 ��/���	 3� !�!
�!	 1���

�.��	 �3
!�!-�!���	 3� !�!
�!�	 2(0)C
�	

2 2
2 (0) ,A C� 	���	�	 	�-./�!	 ( , )

2 2.e oSUM
�-!�.!�	 !5!	��!-��6	 ���!/�
�!	 �	 3��

 !�!
��	 , ( , )
2 4( , , )E M e oF n n l 	  	 21SUM 	 = 9�:�

��
�.-&	=�+>�=��>>	 	��/�!	 4 2 ,n m′= 	 0.l′ =
8	1��#	��/�!	 3 3 4z z m′ ′≡ = 	A	/!�
�!�	 1 0,z =

2Re Re(1 2 ) 0.z n= + δ ≥ 	%����-6�.	 1 1 0z + >
�	 2Re( 1) 1,z + > 	 3
�4-!�&	 ��2.�	 4&�6

��-6��	3
�	 &/��-!
��	 2
1A 	 	� ���	�	�!��

/��	 ( )( )3 1 2 3 2 0y n n= δ + δ + → 	3
�	 1 2.nδ →−
8	1���	�-./�!	 ( )1 2 0n n∆ = + δ →

2
( ) 2 1 2 3

2 4 1
3

( )
( , , ) ~ ~ ~e y y y

F n n l A
y

− +

[ ]( )22 2 2
~ 0

(1 )

n m n

n n

′∆ + + ∆
→

∆ + ∆

�4
�5�!���	 	
.-6	3
�	 1 2nδ → − 	��	
�	���

���	�!-!�	���4!

���6	 	1��#	��/�!	.��
��



%
!�4
��� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	1-!��
���2
��
�2�	3�-��	
���!�

�2�	��������/!������

��H
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��


�����	 (-�	 "!-�/��-!

&�	 9	 =��	 !�	 3
�

1 2)nδ → ± 	  !-�/�
&	 =H>�=��>	 �4
�5�����

 	 
.-6�	 /��	 ���� !��� .!�	 �����
�#	 3
!��

3��&-�!	�
�-���/!���2�	3
���-0!
��	�.��

=�>	 �	 =�>	  	 9�:�	 (-�	 ��
&	 �!
�	  &/��-!
��

2SUM 	
!���-6��	.3
�5�����	�����	
�-��

/��	.	 nδ 	4�-67�#	�
���#	/����	3�
����
1 3x 	=��	��	 1 ).x � 	%
�	1���

sin(2 Re( ))
tg( )

cos(2 Re( )) ch(2 Im( ))

n
n

n n

π δπδ = +
π δ + π δ

sh(2 Im( ))
.

cos(2 Re( )) ch(2 Im( ))

n
i i

n n

π δ+ ≈
π δ + π δ

)��	�	 	�-./�!	 1SUM 	=���	9�:>�	3!
!���

��	 �.���
� �
��	 �	 3
�4-�0!

��.	 �
�

�!2
�
� �
��	 ��.5!�� -�!���	 �	 3����

56�	���!
?

4 ,n a →χ 			
2

d ,
a

 χ =  
								 ,

l
q

a

′ ′= 			
2

dq
a

 ′ =  
=��>

4

( ) d ,
2n

a′ → χ∑ ∫ 					
'

( ) d
2l

a
q′ ′→∑ ∫ =��>

�	���� !��� .�5���	3
!�!-���	�
�!2
��


� �
���	D!�
�/!���!	�
.�
����	 &/��-!�


�#	 �4.�-� -!
&	 �!��	 /��	  	 �.����	 =�>�

=�>	 �-�2�!�&!	 �	 0l′ < 	 3�/��	 ���.	 	 �
��

/��!-6
�#	 �!
!	 ���3!
��
.����	 �-�2�!�

�&��	�	 2 0,l′ − > 	��	���-�/!
�!�	��
����

�!-6
�	 .����	 ��
!��
���!#	  4-���	 0,l′ =
4 2 3,l n m′ ′= − − 	�	���0!	 ~ ~ ,l n x′ ′ 	2�!	
!���

���!
�!���	 ˆln ( )l x′ς 	  	 &
�0!
��	�-�	 ˆ
l
+Ω

=9�:�	��
�.-�	=��>>�	%!
!3��	�
�/!
�#	3
�

1���	 �����2�!�	  !-�/�
&	 ~ 1.l x′ � 	 %��

1���.	/��-!

�!	�
�!2
�
� �
�!	�
!4.!�

3
��!
!
��	�-2�
���� �	���3��
� �

&�

�	�����.	3� !�!
��	�.
�"�#�

"��#��$�%
�
�������
���
�����	�	
�

�����
�

����
�
��������


8	 ���.��� �!	 3������5!2�	 
!7!
��	 ���

��/�	
���!�
��	
�	7!
��� ���#	��!
!	�-�

3
����/!����	�"!
��	���.��
��	
���� �-



��	��������/!���	
!
� 
�#	��!
�#	��3�-6�

�� �-��6	 1 
����/!���!	 ���!-��	,�	 /��-�

�����	
��	�� !��
&	� !�

%!
 ��	��	
��	=���	9�:�	I	+>	3
!�3�-�2�!��

/��	��-�4-!
�!	��2!
!
�
�2�	3�-�	
��	
!�

�-6
�#	��!
�#	����!	0!�	���	�	
��	����� �


�#	��!
�#	��2�	0!	
���.���	
�	�	��3!��
�

����	 
� 
&�	 1��!��� 
��.	 ��3!��
�.

3-�����	  �-
�	 ���-6��5��	  ��-6	7!
����

 ���#	3-�������	�	�!��	0!	
!
� 
�������

8�	 ��
�#	���!-�	9�:	��3!��
�	����� �


�#	��!
&	3
�
���!���	
� 
&�	1��!��� �


��.	 ��3!��
�.	 "!

!�� ���#	  �-
&�

���-6��5!#	 ��-6	�
�-�2�/
�#	7!
��� ��

��#	 3-��������	%
�	 1���	 ���!����/!���!

3���
�!
��	�	����!��#	J"!

!��3���4
&�K

 �-
	
!�������/
�	��

!��
&�	���	.���&�

 �-	'1#�	 	
�4��!	9*:�	�����	
!�
��2�
�-6�


����	�	
!3�-
��&	����!�&�

��� ����	 
���	 �!�
��	  ���.5!
�#	 3��

� �-�!�	�
� 
��6	�-!�.�5�!	��	
!!	
!�.-6�

���&	 �	 1����	 1 
����/!�����	 ���!-����

</! ��
��	/��	3!
 ��	��	.����

&�	���!�

-!#	�-!�.!�	��	����3����/!���2�	3
!���� �

-!
��	 =��>	�	 =��>	  	 9�:	  	��/!�� !	 2-� 
�2�

/-!
�	 
��-�0!
��	 =!�-�	 3�-�0��6	 ,k k⊥ ≈
0zk ≈ 	 	=�*>	�	3
!
!4
!/6	 2 2SUM 	�	 5 2SUM

���� !��� !

�>�

8��
��	���!-6�	3
!�-�0!

��	��

����

��	 �!�
��	  ���.5!
�#�	 ��	 1��2�	 ����3���

��/!���2�	 
��-�0!
��	 
!	 �-!�.!��	<�
���


��/!�&	3����& ����	/��	��-�/��	 	��4� �

���	 eff ( )E n∆η� 	 	�4!��	���!-��	��-&	9+:	 	���

��#	 0!	 ��!3!
�	 =3�
����	 0 ),kη χ� 	  	 ����#

"!

!�� ����	 �-
�	��-�/�!���	��	3-����#


�	 
������
���	 3�
����	 
���.��	 ��

!-��

"��	 1,−χ 	�	��-�/�!	�
�0��!-!#	��-�4-!
��

!5!	�!
67!�	%�1���.�	
!����
�	
�	���.��

�� !

&#	��
���!
	���!-��	
��/!�&	��

��

��	 3
�	 0 kη χ� � 	 3
����/!���	 
!	 ��-�/��

����	��	���� !��� .�5!#	����3������	�!�

�
��	 ���.5!
�#�



��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�


���
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

��
�2�	�4��
� ��6	��-���6	 2,52SUM 	3�

�
� 
!
��	�	 2,51SUM 	
!	3
!���� -�!���	 ���

��0
&��	%�1���.	 �-�	 ��
�
!�
�#	 ���.��

"��	
���!�
��	
��	��
���#	3� !
�
���6�

�&	3
� !-�	/��-!

&!	
��/!�&	9�:�	
!�.-6�

���&	����
&�	3��� !
0����	��/!�� !

&!

�"!
��	��-����	.����

&�	 !-�/�
�

8	 
��/!���	 �
�/!
�!	 
����/�����

FR 5, 10, 20, 30= 	 LF"�	 ���
���6	  !�
�

15V = 	 �M��	 3
� �������6	 ��
���#	  ��&

SIGMA 4= 	 ���	 3
� !�!

��	 =�!-!

��


�	 ε	  ���.��>	 ��1-!��
�/!����	 3
�
�"�!�
����6	EPS 80,= 	J1��!��� 
&#K	
���.�	;!��

-�	 8400a = 	���

8	��/!�� !	�3!��
�	��
���2�	 �-
!
��	 &4�


�
	 J3�-.����
�3
&#K	 �3!��
	N�--�3��	 9G:

2 4 2
2 0

0

0.5 10 2 ��� �
( )

0 ��� �

g V
W

− ⋅ πχ χ ≥ χ =σ χ = 
χ ≥ χ

�

( 9.8g = �M�>�

�!�.-6���&	 
��/!�� 	 3
� !�!
&	  

��4-�	����

8	��4-�	�	 	��/!�� !	3
��!
�	3
� !�!
&

�
�/!
��	 { }( ) ( )
2 4 2 4

2
( , , ) ( , , )E e E eF F n n l F n n l

x
≡ +
π

��	�!���
�	�.���
� �
��	 ( )
2 2E eSUM 	 	�� ��

�������	��	q k′ 	 	�
!�	�!/!
���	=
�3��
���

/��	 4 ,n aχ = 	 ,x ka= 	 ).q l a′ ′= 	(�

&!	��4�

-�"&	�--���
�
.��	��!3!
6	 ����
�#	����

3!
��"��	 ( )
2 4( , , )E eF n n l 	 �	 { }( )

2 4( , , )E eF n n l
 	 
��-�/
&�	 ��/���	  &4
�

&�	 �!/!
�#�

8	��4-�	�	3
� !�!
&	
��/!�
&!	�
�/!
��


! ���.5!

�2�	 3
� !�!

�2�	 ��3!��
��

0 ,η� 	��4� ��	 2 xx∆ η 	 	1��!��� 
��	��3!��
�

�!	3-�����	 �-
�	 ���-6��5��	 ��-6	7!
��

�� ���#	3-�������	9H:�	�
�-�2�/
�#	��4� �

��	�-�	J"!

!��3���4
&�K	 �-
	 B∆η 	 	���

�!-�	 ��

���	 9�:�	  �-��&	 2 1EiSUM−
�	 2 2EiSUM− 	 	 !-�/�
.	 2 eff ( )E n∆ η 	=��
�.-&

=��>�=��>	��	9�:>�

8	 ��4-�	 �	 3
� !�!
&	  �-��&	 5 1EiSUM−
�	 5 2EiSUM− 	=��
�.-&	=�H>�	=��>	�	=�>	��	9�:>

 	 �
� 
!
��	 �	 1 0xx∆ η ≡ 	 �-�	 3-�����	  �-



��	7!
��� ���#	3-������6�	�	����
�3
&�

�3!��
��	
!
� 
���!#�

�
� 
!
�!	 3
� !�!

&�	 ��

&�	 � ��!�

�!-6�� .!�	�	����	/���	 ��3!
 &��	 �-��	�!��

��
�	 2SUM 	 3
!
!4
!0���	��-	3�	 �
� 
!�


��	 �	  �-����	 ��	 3�-.3�-��&	 1,SUM 	  ��

 ��
&��	 ���
�
!
�!	 ��!
�/!����	 3�3
� ��

 	 1SUM 	3
� ����	�	
!�.5!�� !

��.	��-��

/��	 , ( )E M
eff n∆η 	��	�
�/!
�#	�-�	3-�����	 �-
�

���-6��5��	 
��	7!
��� ���#	 3-������6��

&'��
(�� ��:	�������� � F ���� q x′ �������;���<���0;� k constχ =

2.0kχ = 10.0kχ = 100.0kχ =

q k′ F q k′ F q k′ F

��� ���+��+�OE�� ��� ���+����OE�� ��� ���G�GG*OE�*

���HHHHHHH�HOA�� ���*HG+*OE�� �����������+�OA�� ����+�G�OE�� ��HHHHHHH++*OA�� ����+���OE��

���HHHHHHG+�OA�� ���H++�HOE�� �����������+�OA�� ��������OE�� ���HHHHHHG*�OA�� ������G�OE��

���GHHHHHH��OA�� ���H��H�OA�� ����������+��OA�� ����+�+�OA�� ����HHHHHH**OA�� ����H*+�OA��

��HG�HHHHGH*OA�� ����+��GOA�� ��HG*HHHHGHG�OA�� �����+��OE�� ��+�HHHHHG�*OA�� ��������OE��

��HH�HHHHH��OA�� ������+HOE�� ��HH�HHHHH��*OA�� �����*��OE�� ��H�HHHHH+G+OA�� �����G�HOE��

��HH*HHHHH��OA�� ����+���OE�� ��HHGHHHHH���OA�� ���H��*+OE�� ��HGHHHHH++GOA�� ����G���OE��

��HHGHHHHH��OA�� ����*H��OE�� ��HHHHHHHH���OA�� ����H��HOE�� 	��HHHHHHH++*OA�� ����*���OE�*

������HHHHH��OE�� ��G��*��OE�� �����HHHHH++OE�� ���H+���OE��

�����*HHHHH�+OE�� ��������OE�� �����HHHHH+*OE�� ���*�+��OE��

������HHHHH��OE�� ����*G*�OE�� ����HHHHHH+�OE�� ���+*G��OE��

��GHG�H��*++�OE�� �������*OA�� ��HGH+*H��*+OE�� �������GOE��

��GHH�H��*++�OE�� ����G�G�OE�� ��HGHH�H��*+OE�� �����H+�OE��

��GHHGH��*+++OE�� ����G��*OE�� ��HGHHGH��*+OE�� �����H*�OE��

��GHHHH��*+++OE�� ����+G��OE�� ��HGHHHH��*+OE�� ��������OE��



%
!�4
��� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	1-!��
���2
��
�2�	3�-��	
���!�

�2�	��������/!������

���
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

P5!	 �!
67!!	 ��-�/�!	 
�4-���!���

.	 �
�0��!-!#	 ��-�4-!
��	 �����	 
!�.5!�

�� !

�#	�� ��������	��
���!
����/!����

��

!#	�
�0��!-�	��-�4-!
��	��	�
�/!
�#

��3!��
��	9+:	=��4-�	�>�

)��*���+��	
�

@�����5��	
�4���	3�� ����	
!����
&!

���2�	�� �-6
�	3
���-0��!-6
&�	���-!���

 �
�#	� ��
� 	3�	3
�4-!�!	
���!�
��	 �-


��������/!���	
!
� 
�#	��!
�#�	�!�.-6���

���	 ���-!�� �
�#	 � �-��6	 �3
!�!-!
�!

�.-6��3�-6
�2�	
��-�0!
��	��2!
!
�
�2�

3�-�	3�	��
�-6
&�	 !���

&�	2�
��
����

�	����3����/!���!	3
!���� -!
�!	1���	
���

-�0!
�#	�	3���56�	3
!�4
��� �
��	8���

��
�	�-�	4�-67�#	��!
&�	����3������	
!�

7!
��	 3�� �-���	 �"!
��6	 �.5!�� .�5�!

1 
����/!���!	�!���&	
��/!��	��-�4-!
��


���� �-
	
��	��
���#	3� !
�
���6��	8&�

3�-
!

&!	3
�	 1���	3�3.�
&!	���-!�� ��


��	 ��1���"�!
�� 	 )-!47��F�
��
�

 	���3-!��
�#	3-�������	.2-� �2�	���!
��

��!��	4�-!!	�45�#	��
���!
	�-�	����/	
���

�!�
��	 �-
	��	��!
�/!���#	����!�
�!#�

;��!����	 /��	 ���-!�� �
��	 ����-��6

��-6��	��2!
!
�
�2�	3�-��	��	!�	!2�	3!
 ��

2�	��������/!���2�	���!
���	<�
���	 	�3�


!�!-!

��	3
�4-�0!
��	�	��-�4-!
�!	
!�

��2!
!
�
�#	 /����	 
���!�

�2�	 3�-�	 ���

0!�	4&�6	�3���
�	�!�	0!	�
�0��!-!�	���

-�4-!
���	 /��	 �	 ��2!
!
�
�#	 9��:�	 )
��!

��2��	3�-!	�-./�#
&�	
!
� 
���!#	3
!�3��

-�2�-��6	��
�
��
&�	�	����
�3
&��	,��

3�-6�� �
�!	 	
��/!�
&�	��
�.-��	
!�����


�3
�2�	�3!��
�	
!
� 
���!#	4.�!�	.0!	1 �


����/!���#	 ���!-6��	 �	 
!	 
!�.-6�����

3��-!�� ��!-6
�#	 �!�
��	  ���.5!
�#�

(-�	3���
�!
��	 ����#	 �!�
��	
!�4�����

���!����/!���#	 �33�
���	 ./��& ��5�#

1�.	 �
����
�3��	  	  ��!	 
��-�0!
��	 3�

3
!���� -!
���	���� !��� .�5!#	2
.33&

����!�
���

��4���	  &3�-
!
�	  	 
�����	 3
�!���

'@DQ	�	���*�

=�	LF" 51iSUM− 5 2iSUM− 6 5iF iF− − 1 xx∆ η 0η
� A������OA��� A��GG��OA�G� A���H+*OA�+� ��� ���H�HOA���

�����+OA�� A�����HOA�G ��*��+OA�+ A���G+*OA��

�� A���GH�OA��� A���++�OA�G� A��GG��OA�+� ��� ��G�+HOA���

���G+�OA�� A��*���OA�H ��G+GHOA�+ A��G�G+OA��

�� A���*H�OA��� A���+G�OA�G�� A������OA�*� ��� ����H�OA���

���*��OA�� ������OA�G ����H*OA�* A����*�OA��

�� A������OA��� A������OA�G� A���G��OA�*� ��� ����*+OA���

������OA�� ����*�OA�H ���+�GOA�* A�����HOA��

,���
(��"��:�	<���0���	�	���;�
�0� E
2 eff (n)∆η �����������>6�?��
�@�A�����	��������� 2xx∆η ��
�@BA��� B∆η ��
�@$A

=�	LF" 21iSUM− 2 2iSUM− 2 xx∆ η B∆η 0η
� ������OA��� ���H��OA��� ���*�*OA��� ���**�OA��� ���H�HOA���

A����G�OA�� ��HH*HOA�� A������OA�� A������OA�� A���G+*OA��

�� ������OA��� A�����HOA��� ����HHOA��� �����HOA��� ��G�+HOA���

A���*GHOA�� ����**OA�� A���*H�OA�� A���+��OA�� A��G�G+OA��

�� ���HG�OA��� A��G�*HOA��� ��*���OA��� ��*�G+OA��� ����H�OA���

A��*��GOA�� ����+*OA�� A��*���OA�� A��*�+�OA�� A����*�OA��

�� ��+��*OA��� ���G+HOA��� ��+���OA��� ��+��GOA��� ����*+OA���

A��++�HOA�� �����*OA�� A��++�*OA�� A��+G�HOA�� A�����HOA��

,���
(��!��:�	<�������	�	���;�����������>4�?��
�@4A�
�0� E
1 eff ( n )∆η �����	��������� 1xx∆η ��
�@BA



��	��	�
��� !"��#�	$�	��	%��&
�


���
�����������	�	
�������
�
�����	�����	��	���	��

-

���
$��

��	�
��� !"��#	��	���	%��&
�
	$�	��	%
!�4�


��� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	1-!��
��

��2
��
�2�	3�-��	
���!�

�2�	��������/!���


!
� 
�#	��!
�#�	R�	%��!
"��-&	(!4��	 	����

3-!��
�#	3-�������	.2-� �2�	���!
��	MM	���

���������	�	
�������
�
�����	A	�����	A	D�	H�

���	A	��	�+��*�

��	�
��� !"��#	��	���	%��&
�
	$�	��	%
!�4
��

�� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	1-!��
���2�


��
�2�	3�-��	
���!�

�2�	��������/!���	
!�


� 
�#	��!
�#�	RR�	(!��
��"��	��
�.
�	�
�!2�


�
� �
��	�	  &/��-!
�!	����3�����	3�-�	 MM

�����������	 �	 
�������
�
�����	 A	 �����	 A

D�	H�	���	A	��	�+��*�

��	�
��� !"��#	��	���	%��&
�
	$�	��	%
!�4
��

�� �
�!	8����
�	�-�	��2!
!
�
�2�	3�-��	
���!�

�

�2�	��������/!���	
!
� 
�#	��!
�#�	RRR�	%�-�


&#	./!�	 ���.5!
�#	 	3
�4-�0!
��	�.

!	MM

�����������	�	 
�������
�
�����	 A	 �����	 A

D�	���	���	A	��	��������

��	����	N�	F��	N.��	,�	L�	����!�
�!	 �-
	
�	����

�����/!���	
!
� 
�#	3� !
�
�����	A	L�?	@�.���

�H+��	A	���	��

��	STUUVWX	Y�	O�	Z[\]U^	]_	`a	Tbc	d`a	eU]eTfT�

gV]b	TWU]hh	g[\	U]if[	h\T�	R�	Z[\	\__\WgVj\	hiU_TW\

Vke\cTbW\	 _]U	T	 hlVf[gl^	 U]if[	[Vfl^	W]bciWgVbf

k\cVik	Tg	fUTmVbf	VbW\c\bW\	MM	nTcV]	oWV�	A	�H+��	A

d]l�	*�	p]�	��	A	q�	��+���*�	RR�	reelVWTgV]b	g]	`a

Tbc	d`a	eU]eTfTgV]b	Ts]j\	g[\	h\T	MM	nTcV]	oWV�	A

�H+��	A	d]l�	*�	p]�	��	A	q�	��+�����

*�	tTVg	 u�	n�	q\UgiUsTgV]b	TbTl^hVh	 _]U	 U\_l\WgV]b

_U]k	gv]�cVk\bhV]bTl	e\UV]cVW	h\T	vTj\h	MM	nTcV]

oWV�	A	�H+��	A	d]l�	*�	p]�	��	A	q�	�G+��H��

+�	�
��� !"��#	��	���	@�.�!
��	8�	N��	%��&�


�
	$�	��	�!�.-6���&	
��/!�� 	�-�	1��!��� 
��

2�	��3!��
��	�!���!�
� &�	
���� �-
�	
���!�

�

&�	��������/!���	
!
� 
�#	3� !
�
���6�	MM

�����������	�	1-!��
�
����	w�
6�� ?	,
��	
��

���������	�	 1-!��
�
���	@�@	'�
��
&�	 A

�HH+�	A	D�	��	���	A	��	H������

G�	N�--�3�	<�	L�	(�
�����	 !
�
!2�	�-��	��!��


��	A	L�?	F��
��!�!�������	�HG��	A	��H	��

H�	�
��� !"��#	��	���	N.��	,�	L�	D!
��
	1��!��

�� 
�2�	��3!��
��	 ��������/!���	
!
� 
�#

��3!��
�
�#	3� !
�
����	MM	,� �	 .�� �	������

�������	A	�HG��	AD�	�G�	�	���	A	��	��������+�

���	�
��� !"��#	��	��	<4	��
��	 �
��
�!	�!���

��	��-&�	 ���.5!
�#	 	�!�
��	
���!�
��	 �-



�	��������/!���	
!
� 
�#	��3!��
�
�#	3� !
�

�
����	 MM	,� �	  .�� �	������������	 A	 �HGG�	 A

D�	���	�	��	A	��	������*�

����
����		����
��	�

����������	
	��������
�����	.
	���

����������.�	�����
�

�

�	�

	��.�	�+������+�������
����
���	��.�

/��0��1�+2���(%�
���-��/�����
	.	

(��-x�0.��6��	 �
�-x��/
x	  -���� ���x

��!
0�
��	
�
x7!	  �
��x 	�-�	 !�!��� 
��

2�	x�3!��
��	��2!
!
�
�2�	
���x�
�2�	3�-��

�3!��
	
!
x 
���!#	�����6	��2�-6
�2�	 �2�

-��.	 
��
��� �
�	 /��!-6
�	 ��	 3�
x 
�
�

�	 x������	! 
����/
���	���!-���	�"x
��

��-�4-!

�	3�-�	 	��
x	�x
x	 !-���y	�������

��/
�	
!
x 
�y	��!
��

3'4567�&8'75968:'4;67�968�4<=�>6<=8=74

?@=A486:'B7=4;A�C;=@D�EA'44=8=D

FG�'�E4'4;54;A'@@G�H6IB<�EJ<=8=�

����KI:=8;A'@�L7'@G5;5

L��E��M8GIN<6O=45N;��P��L��Q'RG7;7

rbTl^gVWTl	eU]e\UgV\h	]_	g[\	\TUlV\U	c\UVj\c

\zeU\hhV]bh	_]U	g[\	\__\WgVj\	Vke\cTbW\	]_	g[\

W][\U\bg	 hWTgg\U\c	 _V\lc	 TU\	 Vbj\hgVfTg\c�

r	 hi__VWV\bgl^	 f\b\UTl	 g^e\	 ]_	 g[\	 he\WgUik

hiU_TW\	U]if[b\hh	[Th	s\\b	WTlWilTg\c	bik\U�

VWTll^	Tbc	W]keTU\c	j\Uhih	Xb]vb	[\iUVhgVW

k]c\lh	_]U	\jTliTgV]b	]_	g[\	_V\lc	Tgg\biTgV]b

Vb	 g[\	 h[Tc]v	 m]b\	 ]_	 T	 lTUf\	 hgTgVhgVWTll^

U]if[	he[\U\�


