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Êðàòêî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà âåéâëåòîâ, äèñêðåòíîãî è èíòåãðàëüíîãî âåéâëåò-ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âåéâëåò-àíàëèç äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñâåðõøèðîêîïîëîñíûõ
(ÑØÏ) ñèãíàëîâ íà ôîíå ïîìåõ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî âåéâëåò-àíàëèçà ìîäåëüíûõ
ÑØÏ ñèãíàëîâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëà íà ôîíå ñëàáîêîððåëèðîâàí-
íîé àääèòèâíîé ïîìåõè. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ìåòîäà îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ ñðàâíèâàåòñÿ
ñ ìåòîäîì ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè, îñíîâàííûì íà òðàäèöèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Ñòèñëî âèêëàäåíî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ âåéâëåò³â, äèñêðåòíîãî òà ³íòåãðàëüíîãî âåéâëåò-ïåðå-
òâîðåíü. Çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè âåéâëåò-àíàë³ç äëÿ âèÿâëåííÿ íàäøèðîêîñìóãîâèõ
(ÍØÑ) ñèãíàë³â íà ôîí³ çàâàä. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî âåéâëåò-àíàë³çó ìîäåëüíèõ ÍØÑ
ñèãíàë³â, ðîçãëÿíóòî ïðèêëàä âèÿâëåííÿ ÍØÑ ñèãíàëó íà ôîí³ ñëàáîêîðåëüîâàíî¿ àäèòèâíî¿
çàâàäè. Åôåêòèâí³ñòü òàêîãî ìåòîäà âèÿâëåííÿ ÍØÑ ñèãíàë³â ïîð³âíþºòüñÿ ç ìåòîäîì óçãîäæå-
íî¿ ô³ëüòðàö³¿, ïîáóäîâàíèì íà òðàäèö³éíîìó ïåðåòâîðåíí³ Ôóð�º.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîÿâëÿåòñÿ ïîâûøåí-
íûé èíòåðåñ ê èñïîëüçîâàíèþ íåòðàäèöèîí-
íûõ âèäîâ ñèãíàëîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
íàóêè è òåõíèêè [1-4]. Ê òàêèì âèäàì ñèãíà-
ëîâ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ñâåðõøèðîêîïîëîñ-
íûå (ÑØÏ) ñèãíàëû, êîòîðûå â ëèòåðàòóðå
èìåíóþòñÿ òàêæå �íåñèíóñîèäàëüíûìè�, �íå-
ãàðìîíè÷åñêèìè�, �íåñòàöèîíàðíûìè�, �ñèã-
íàëàìè áåç íåñóùåé� è ò. ï. Ïîñëåäíèå ÷åòû-
ðå òåðìèíà (îñîáåííî �íåñòàöèîíàðíûå�) íå
ÿâëÿþòñÿ âïîëíå óäà÷íûìè, è äàëåå èñïîëüçó-
åòñÿ ëèøü òåðìèí �ÑØÏ ñèãíàëû�. Òàêèå
ñèãíàëû èìåþò íå òîëüêî òåõíîãåííîå ïðîèñ-
õîæäåíèå, íî è âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå: ìíî-
ãèå åñòåñòâåííûå ïðîöåññû, â ÷àñòíîñòè â ãåî-
ôèçèêå è ôèçèêå îêîëîçåìíîãî ïðîñòðàíñòâà,
îáëàäàþò ñâåðõøèðîêèì ñïåêòðîì [5-7]. Äëÿ
ÑØÏ ñèãíàëîâ òðàäèöèîííûå ìåòîäû àíàëè-

çà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ëèáî ïðèíöèïèàëüíî íå-
ïðèìåíèìû, ëèáî èìåþò îãðàíè÷åííûå âîç-
ìîæíîñòè, íå îòâå÷àþùèå ïðåäúÿâëÿåìûì
òðåáîâàíèÿì. Ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì
èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âåéâëåò-àíàëèçà [8, 9]
äëÿ îáíàðóæåíèÿ êðàòêîâðåìåííûõ àïåðèîäè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îêîëîçåìíîé ñðåäå .

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà
âîçìîæíîñòè è öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ
âåéâëåò-àíàëèçà ê çàäà÷å îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ
ñèãíàëîâ íà ôîíå ïîìåõ.

Îáùèå ñâåäåíèÿ

1. Îñíîâû âåéâëåò-àíàëèçà
Âåéâëåò-àíàëèç, íàçûâàåìûé òàêæå íåêî-

òîðûìè àâòîðàìè âåéâëåòíûì àíàëèçîì (ñì.,
íàïðèìåð, [10]), êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
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ðàçðàáîòàí ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî � â ñåðåäè-
íå 80-õ ãîäîâ ÕÕ ñòîëåòèÿ. Òåðìèí �âåéâëåò�
(äîñëîâíûé ïåðåâîä � ìàëåíüêàÿ âîëíà, �âîë-
íóøêà�) áûë ââåäåí òîãäà æå Ãðîññìàíîì è
Ìîðëå â ñâÿçè ñ àíàëèçîì ñâîéñòâ ñåéñìè÷åñ-
êèõ è àêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ [8, 9]. Íà ñåãîä-
íÿøíèé äåíü âåéâëåò-àíàëèç óæå íà÷àë ïðè-
ìåíÿòüñÿ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðè
îáðàáîòêå è ñèíòåçå âñåâîçìîæíûõ ñèãíàëîâ,
ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé ðàçëè÷íîé ïðèðî-
äû è ò. ï. [8-10].

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå, â ÷àñòíîñòè îäíî-
ìåðíîãî ñèãíàëà, ñîñòîèò â åãî ðàçëîæåíèè ïî
áàçèñó, ñêîíñòðóèðîâàííîìó èç îáëàäàþùåé
îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ëîêàëèçîâàííîé
ôóíêöèè (âåéâëåòà) ïîñðåäñòâîì ìàñøòàáíûõ
èçìåíåíèé è ïåðåíîñîâ. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé
ýòîãî áàçèñà õàðàêòåðèçóåò êàê îïðåäåëåííóþ
ïðîñòðàíñòâåííóþ (èëè âðåìåííóþ) ÷àñòîò-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèãíàëà, òàê è ëîêàëèçà-
öèþ ýòîé ñîñòàâëÿþùåé â ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (èëè âðåìåíè). Â îòëè÷èå îò òðàäè-
öèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñòàâÿùåãî â
ñîîòâåòñòâèå îäíîìåðíîìó ñèãíàëó îäíîìåð-
íóþ ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, âåéâ-
ëåò-ïðåîáðàçîâàíèå äàåò äâóìåðíóþ ðàçâåðò-
êó èññëåäóåìîãî îäíîìåðíîãî ñèãíàëà, ïðè
ýòîì ÷àñòîòà è êîîðäèíàòà (èëè âðåìÿ) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèÿ óâåëè÷åíèå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñ-
òè ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ íå ïðèâîäèò ê àâ-
òîìàòè÷åñêîìó óìåíüøåíèþ ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè ïî äðóãîé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ñèãíàëà
îäíîâðåìåííî â ôèçè÷åñêîì (âðåìÿ, êîîðäèíà-
òà) è â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâàõ. Âåéâëåò-ïðå-
îáðàçîâàíèå èìååò òàêæå îòëè÷èå è îò îêîííî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãà-
áîðà), äàþùåãî äâóìåðíûé ñïåêòð. Îíî çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áàçèñ ïåðâîãî ñîñòàâëÿåò ôàê-
òè÷åñêè îäíà è òà æå ôóíêöèÿ, à âòîðîãî � ðàç-
íûå [8, 9]. Òàêèì îáðàçîì, âåéâëåò-àíàëèç îáåñ-
ïå÷èâàåò ëó÷øóþ ÷àñòîòíî-âðåìåííóþ ëîêàëè-
çàöèþ, ãèáêîñòü àíàëèçà è âîçìîæíîñòü âûáî-
ðà áîëåå ïîäõîäÿùåãî âèäà âåéâëåòà.

Îïèøåì ïîäðîáíåå âîçìîæíîñòè âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóùåñòâåííûå ïðè ðåøåíèè
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è [9].

1.1. Ïîíÿòèå âåéâëåòà

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(R) ôóíêöèé
( ),f t  îïðåäåëåííûõ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé

îñè ( , )−∞ +∞R  è îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé
ýíåðãèåé

2( ) d .fE f t t
∞

−∞

= < ∞∫

Ñêîíñòðóèðóåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî L2(R) íà îñíîâå îäíîé ñïåöèôè÷åñêîé
ôóíêöèè, òàê íàçûâàåìîãî âåéâëåòà ( ).tψ

Ôóíêöèÿ 2( )Lψ ∈ R  íàçûâàåòñÿ R-ôóíê-
öèåé, åñëè áàçèñ { },jkψ  îïðåäåëÿåìûé âû-
ðàæåíèåì

2( ) 2 (2 ),j j
jk t t kψ = ψ −       ,j k ∈ Z (1)

(Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë), ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì Ðèññà [8, 9], ò. å. ñóùåñòâóþò äâå êîíñòàí-
òû wA  è ,wB  0 ,w wA B< ≤ < ∞  äëÿ êîòîðûõ ñî-
îòíîøåíèå, íàçûâàåìîå âåéâëåòíîé ðàìêîé, �

{ } { }
2

2 2
,w jk jk jk w jk

j k

A c c B c
∞ ∞

=−∞ =−∞
≤ ψ ≤∑ ∑

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîé îãðàíè÷åííîé, äâàæ-
äû êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè { }:jkc

{ } 2 2
.jk jk

j k

c c
∞ ∞

=−∞ =−∞
= < ∞∑ ∑

Ëþáàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ R-ôóíêöèÿ 2( )Lψ ∈ R
íàçûâàåòñÿ R-âåéâëåòîì (èëè ïðîñòî âåéâëå-
òîì), åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

2( )Lψ ∈ R&  (åå ïàðà, äâîéíèê), òàêàÿ, ÷òî ñå-
ìåéñòâà { }jkψ  è { },jkψ&  ïîñòðîåííûå ïî ïðèí-
öèïó ñîîòíîøåíèÿ (1), ÿâëÿþòñÿ ïàðíûìè áà-
çèñàìè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L2(R).
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Çäåñü { }jkψ&  � �äâîéíèê� áàçèñà { }jkψ  â
òîì ñìûñëå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âõî-
äÿùèõ â íèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

, ,jk lm jl kmψ ψ = δ δ&

ãäå

2( ) 2 (2 ),j j
jk t t kψ = ψ −& &    , ,j k ∈ Z

,jlδ  
kmδ  � ñèìâîëû Êðîíåêåðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 2( ) ( )f t L∈ R  ñó-
ùåñòâóåò ðåêîíñòðóêöèîííàÿ ôîðìóëà âèäà:

,

( ) , ( ).jk jk
j k

f t f t
∞

=−∞
= ψ ψ∑ & (2)

Âåëè÷èíó ( )tψ  íàçûâàþò íîðìîé ôóíê-
öèè ( )tψ  è îïðåäåëÿþò êàê

1 2
, ,ψ = ψ ψ     , ( ) ( )d ,t t t

+∞

−∞

ψ ψ = ψ ψ∫ %

ãäå ( )tψ%  � ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ
ôóíêöèè ( ).tψ

Âåéâëåò ( )tψ  íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, åñëè
1.ψ =

Áàçèñ { }jkψ  èìåíóåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-

íûì, åñëè 1jkψ =  , .j k∀ ∈ Z

Âåéâëåò ( )tψ  íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì,
åñëè ïîðîæäàåìîå èì ñåìåéñòâî { },jkψ  îïðå-
äåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (1), ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà L2(R), ò. å.

, ,jk lm jl kmψ ψ = δ δ      , , , .j k l m∈ Z

Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî âåéâëåòà áàçèñû { }jkψ
è { }jkψ&  ñîâïàäàþò è ðåêîíñòðóêöèîííàÿ ôîð-
ìóëà (2) óïðîùàåòñÿ:

,

( ) ( ),jk jk
j k

f t c t
∞

=−∞
= ψ∑ (3)

, .jk jkc f= ψ (4)

Âåéâëåò ( )tψ  íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëü-
íûì, åñëè åãî áàçèñ Ðèññà { }jkψ  óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ

, 0jk lmψ ψ =     ïðè ,j l=  , .j k∀ ∈ Z

Âåéâëåò ( )tψ  èìåíóåòñÿ íåîðòîãîíàëüíûì,
åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûì âåé-
âëåòîì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî âîç-
ìîæíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ( )f t  è ïî íåîð-
òîãîíàëüíîìó áàçèñó âåéâëåòîâ. Äåëî â òîì,
÷òî íåîðòîãîíàëüíûé âåéâëåò, áóäó÷è R-âåéâ-
ëåòîì, ïî îïðåäåëåíèþ èìååò äâîéíèêà, à
ïîòîìó ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ñåìåéñòâà { }jkψ  è
{ },jkψ&  óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ áèîðòîãî-
íàëüíîñòè:

, ,jk lm jl kmψ ψ = δ δ&     , , , ,j k l m∈Z

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü è ðÿä ïî âåé-
âëåòàì, è ðåêîíñòðóêöèîííóþ ôîðìóëó (2).

1.2. Ñâîéñòâà âåéâëåòà
Ëîêàëèçàöèÿ. Âåéâëåò äîëæåí áûòü ëîêà-

ëèçîâàí êàê âî âðåìåíè, òàê è ïî ÷àñòîòå.
Îí èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, ò. å.

( )d 0,mt t t
∞

−∞

ψ =∫      0, 1, 2, ... .m =

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû m âåéâëåò ïðè-
íÿòî íàçûâàòü âåéâëåòîì m-ãî ïîðÿäêà.

Âåéâëåò äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì îãðà-
íè÷åííîñòè, ò. å.

2
( ) d .t tψ < ∞∫

Àâòîìîäåëüíîñòü áàçèñà. Õàðàêòåðíûì
ïðèçíàêîì áàçèñà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
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ÿâëÿåòñÿ åãî àâòîìîäåëüíîñòü, òàê êàê âñå áà-
çèñíûå ôóíêöèè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìàñø-
òàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñäâèãîâ èç îäíîãî è
òîãî æå èñõîäíîãî âåéâëåòà.

1.3. Âåéâëåòíûå ðÿäû
Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèî-

íàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L2(R) íà îñíîâå îäíîãî
âåéâëåòà ( )tψ  è îïðåäåëèì ñìûñë ÷èñåë j è k.

Ëþáîé âåéâëåò ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå,
ïîýòîìó, ÷òîáû ñ åãî ïîìîùüþ ïîêðûòü âñþ
äåéñòâèòåëüíóþ îñü ( , ),−∞ +∞R  ââåäåì ñèñòåìó
ñäâèãîâ (ïåðåíîñîâ) âäîëü îñè. Äëÿ ïðîñòîòû
âåëè÷èíû ñäâèãîâ âûáåðåì öåëûìè, ò. å. ( )t kψ − ,
ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Â êà÷åñòâå àíàëîãà ñèíóñî-
èäàëüíîé ÷àñòîòû èñïîëüçóåì ñòåïåíè äâîéêè:

(2 ),j t kψ −  ãäå j � òàêæå öåëîå ÷èñëî.
Òîãäà ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ ìàñøòàáíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ( )1 2j  è ñäâèãîâ ( )2 jk  óäà-
åòñÿ îïèñàòü âñå ÷àñòîòû è ïîêðûòü âñþ îñü,
èñïîëüçóÿ òîëüêî îäèí áàçèñíûé âåéâëåò ( ).tψ

Äëÿ òàêèõ âåéâëåòîâ ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

2(2 ) 2 ( ) .j jt k t−ψ − = ψ

Åñëè âåéâëåò ( )tψ  ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì, òî
âñå âåéâëåòû ïîðîæäàåìîãî èì ñåìåéñòâà
{ }jkψ  âèäà (1) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàí-

íûìè íà åäèíèöó, ò. å. 1.jkψ = ψ =
Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ 2( ) ( )f t L∈ R  ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3), ïðè÷åì êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ,jkc  äàâàåìûå âûðàæå-
íèåì (4), îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûì âåéâ-
ëåò-ïðåîáðàçîâàíèåì:

1
, , .

2 2jk jk j j

k
c f W fψ

  = ψ =     
(5)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà ñîîòíîøåíèé (3) è (5)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåéâëåòíûå ðÿäû îäíîìåð-
íîãî âðåìåííîãî ñèãíàëà.

1.4. Èíòåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
Åñëè ïåðåéòè îò äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ j

è k ê íåïðåðûâíûì çíà÷åíèÿì áàçèñíûõ ïàðà-
ìåòðîâ � ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà a è ïà-

ðàìåòðà ñäâèãà b, ìîæíî ñîçäàòü äðóãîé áà-
çèñ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L2(R). Áà-
çèñíûå ôóíêöèè áóäóò èìåòü âèä:

1 2
( ) ,ab

t b
t a

a

− − ψ = ψ  
,a +∈R    ,b∈ R    2( ).Lψ ∈ R

Òîãäà ïðÿìîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

1 2( , ) ( ) d
t b

W f a b a f t t
a

∞
−

ψ
−∞

−   = ψ =    ∫ %

( ) ( )d .abf t t t
∞

−∞

= ψ∫ % (6)

Îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

( )1
2

d d
( ) , ( ) ,ab

a b
f t C W f a b t

a
−
ψ ψ = ψ ∫∫ (7)

ãäå íîðìàëèçóþùèé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

2 1ˆ ( ) d ,C
∞

−
ψ

−∞

= ψ ω ω ω < ∞∫

à ˆ ( )ψ ω  � ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ( ).tψ
Ïàðà âûðàæåíèé (6) è (7) îïðåäåëÿåò èí-

òåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îäíîìåð-
íîãî ñèãíàëà.

1.5. Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
Êàê íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå,

òàê è âåéâëåòíûå ðÿäû ïëîõî ïðèñïîñîáëåíû
äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé. Áî-
ëåå òîãî, è ïåðâîå, è âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äàþò âåéâëåò-ñïåêòðû, ñîäåðæàùèå èçáûòî÷-
íîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ò. å. ïîëíîñòüþ
âîññòàíîâèòü ñèãíàë ìîæíî è ñ ïîìîùüþ
ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ñïåêòðàëüíûõ êîìïî-
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íåíò. Ïîýòîìó ðàçðàáîòàíî äèñêðåòíîå âåéâ-
ëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÄÂÏ) [9].

Àëãîðèòì ÄÂÏ èìååò äåëî ñ äèñêðåòíûì
âåêòîðîì ( ),f n  ,n∈ N  äëÿ êîòîðîãî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ âåéâëåò-ñïåêòð, êîòîðûé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì âåêòîðîì.
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåïðå-
ðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå, ðàçëàãàÿ íå-
ïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ( )f t  ïî íåïðåðûâíûì
ôóíêöèÿì ( ),ab tψ  äàåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð

( , ).fW a b  Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ( )f t  ðàçëà-
ãàåòñÿ â âåéâëåòíûå ðÿäû ïî íåïðåðûâíûì
ôóíêöèÿì ( ),ik tψ  íî ñïåêòð ( , )fW i k  ïîëó÷à-
åòñÿ óæå äèñêðåòíûì. Äèñêðåòíîå âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå ñòàâèò äèñêðåòíûé ñïåêòð â
ñîîòâåòñòâèå äèñêðåòíîìó, à íå íåïðåðûâíî-
ìó ñèãíàëó. Îäíàêî ïîñëåäíåå íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíûì, ïîñêîëüêó ïðè ÷èñëåííîì
ìîäåëèðîâàíèè ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â öèôðîâîì êîìïüþòåðå â
äèñêðåòíîì âèäå. Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî è ñåãîäíÿ ñóùåñòâóþò àíàëîãî-
âûå âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, ãäå íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, òàê
êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ àíàëîãîâûìè ñèãíàëàìè.
Äëÿ òàêèõ ìàøèí àëãîðèòì âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèÿ òàêæå ñóùåñòâóåò è óæå ïðèìåíÿåò-
ñÿ [8, 9]. Äëÿ îðòîíîðìàëüíûõ âåéâëåòíûõ
áàçèñîâ íà äâîè÷íîé ðåøåòêå ðàçðàáîòàíû
àëãîðèòìû ìíîãîìàñøòàáíîãî àíàëèçà
(multiresolution analysis), íàïðèìåð, ïèðàìè-
äà Ëàïëàñà (Laplacian pyramid) èëè ïîäïîëîñ-
íîå êîäèðîâàíèå (subband coding). Èõ ìîæíî
ñ÷èòàòü äî íåêîòîðîé ñòåïåíè àíàëîãîì áûñ-
òðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ) è ïî àíà-
ëîãèè íàçâàòü áûñòðûì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-
íèåì (ÁÂÏ).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî îïåðà-
öèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÁÂÏ, îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíûì ( ),O d  ãäå d � ðàçìåðíîñòü
äèñêðåòíîãî âåêòîðà äàííûõ, O � ñèìâîë, îáî-
çíà÷àþùèé îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè âå-
ëè÷èí. Ýòî ìåíüøå, ÷åì àíàëîãè÷íîå êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé äëÿ ÁÏÔ, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò

2( log )O d d  [9].
Òàêèì îáðàçîì, ÁÂÏ î÷åíü óäîáíî äëÿ ïðî-

âåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è áóäåò äàëåå
èñïîëüçîâàòüñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

1.6. Ìîäåëè âåéâëåòîâ
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, êàæäûé áàçèñ

âåéâëåòîâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìàñøòàáèðîâà-
íèÿ è ñìåùåíèÿ âäîëü âðåìåííîé îñè âñåãî
ëèøü îäíîé âåéâëåòîîáðàçóþùåé ôóíêöèè.
Ïîñêîëüêó âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà íà
çàäàííîì ìàñøòàáå è àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà,
âåéâëåò-ñïåêòð ÑØÏ ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ áî-
ëåå ëîêàëèçîâàííûì, ÷åì âåéâëåò-ñïåêòð óçêî-
ïîëîñíîãî ñèãíàëà. Ïåðèîä ïîñëåäíåãî ñîâïà-
äàåò ñ äëèòåëüíîñòüþ ñàìîãî ôèíèòíîãî ÑØÏ
ñèãíàëà â òîì ñìûñëå, ÷òî âäîëü îñè a îí èìååò
ôàêòè÷åñêè òó æå øèðèíó, à âäîëü îñè b îí ýæå
ñïåêòðà óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà âî ñòîëüêî, âî
ñêîëüêî ðàç ìåíüøå êîëè÷åñòâî ëåïåñòêîâ äàí-
íîãî ÑØÏ ñèãíàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííûì
óçêîïîëîñíûì.

Âûáîð àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà, êàê ïðà-
âèëî, îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêóþ èíôîðìàöèþ
íåîáõîäèìî èçâëå÷ü èç èññëåäóåìîãî ñèãíà-
ëà. Êàæäûé âåéâëåò èìååò õàðàêòåðíûå îñî-
áåííîñòè êàê âî âðåìåííîì, òàê è â ÷àñòîòíîì
(â ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ âåéâëåòîâ
ìîæíî ïîä÷åðêíóòü ðàçíûå îñîáåííîñòè îä-
íîãî è òîãî æå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëå-
äîâàíèé ìû âûáèðàåì øåñòü íàèáîëåå ÷àñòî
èñïîëüçóåìûõ âåéâëåòîâ: HAAR-âåéâëåò,
FHAT-âåéâëåò, WAVE-âåéâëåò, ÌHAT-âåéâ-
ëåò, DOG-âåéâëåò è âåéâëåò Äîáå÷è
(Daubechies) [8, 9].

2. Ìîäåëè ÑØÏ ñèãíàëîâ è ïîìåõ

2.1. Ïîíÿòèå ÑØÏ ñèãíàëà
Ïîä ÑØÏ ñèãíàëîì ïîíèìàþò ñèãíàë,

ïîêàçàòåëü øèðîêîïîëîñíîñòè µ êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 2.≤ µ <  Ïî îïðåäå-
ëåíèþ [3]

max min max min2( ) ( ),f f f fµ = − +

ãäå minf  è maxf  � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëü-
íàÿ ÷àñòîòû ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè ñèãíàëà. Òàêèå ñèãíàëû ïåðåíîñÿò îáúåì
èíôîðìàöèè â 1nµ µ ?  ðàç áîëüøå, ÷åì
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òðàäèöèîííûå óçêîïîëîñíûå è øèðîêîïîëîñ-
íûå ñèãíàëû, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëü øèðî-
êîïîëîñíîñòè 1.nµ =  Ýòà îñîáåííîñòü ïî-
çâîëÿåò íà êà÷åñòâåííî íîâîì óðîâíå ïîäîé-
òè ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ íàóêè è
òåõíèêè. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ äèñòàí-
öèîííîãî ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ (â ðàäèîëîêà-
öèè) ÑØÏ ñèãíàëû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷èòü ñâåðõðàçðåøåíèå ïî äàëüíîñòè (îò 0.1 ì
ïðè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà ðàäèîëîêàöèîí-
íîé ñòàíöèè 1 9

0 max min( ) 10f f − −τ ≈ − ≈  c). Êðî-
ìå òîãî, îíè ïîçâîëÿþò íà áîëåå âûñîêîì
óðîâíå ðåøàòü çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ, ðàñïîç-
íàâàíèÿ è ðàçëè÷åíèÿ öåëåé, êîòîðûå èìå-
þò ñïåöèàëüíîå àíòèðàäàðíîå ïîêðûòèå (íà-
ïðèìåð, èçãîòîâëåííîå ïî òåõíîëîãèè
�Ñòåëñ�), à òàêæå ïîëó÷àòü íåêîîðäèíàòíóþ
èíôîðìàöèþ î öåëè (ðàçìåðû, ôîðìà è ò. ï.).
ÑØÏ ñèãíàëû èñïîëüçóþò òàêæå â ãåîðàäà-
ðàõ äëÿ äèñòàíöèîííîãî ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ
ñíåãîâîãî è ëåäÿíîãî ïîêðîâîâ, ïîäïîâåðõ-
íîñòíîé ðàäèîëîêàöèè (îïðåäåëåíèå ãëóáè-
íû çàëåãàíèÿ ðàçíûõ ïîðîä, ïîèñê âîäû, ïî-
âðåæäåíèé ïîäçåìíûõ êîììóíèêàöèé è äð.),
âñåïîãîäíîé áëèæíåé ðàäèîëîêàöèè, äëÿ
ñâÿçè ñ ïîãðóæåííûìè ïîäâîäíûìè ëîäêà-
ìè è ò. ä. [1-4]. Â [12, 13] îáñóæäàþòñÿ äðó-
ãèå ïðèìåíåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ è, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ èññëåäîâàíèÿ îêîëîçåìíîãî êîñìè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

2.2. Òðåáîâàíèÿ ê ÑØÏ ñèãíàëàì
Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ÑØÏ ñèãíàëàì

( )s t  [3, 4]:

1) ( )d 0s t t
τ

=∫     èëè    
0

d
0,

d
S

ω=
=

ω
2) (0) ( ) 0,s s= τ =
3) ( )s t  � íåïðåðûâíà äëÿ .t ∈R
Çäåñü τ � äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà.

2.3. Àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè ñèãíàëîâ
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèé áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå âðåìåí-
íûå ìîäåëè ÑØÏ ñèãíàëîâ, ïðåäëîæåííûå â [11]:

1( ) ( 1) sin(2 ) ( ),ns t nt t= − π Θ (8)

( )( )2
2( ) ( 1) sin(2 )exp 2 1 ( ),ns t nt t t= − π − − Θ (9)

( ) ( )
1

1
3

1

( ) ( ) ( 1) 2 1 1 2 ,nk

n
k

k n

s t t t t k n
−

+ +δ

= −
=−η −η − + − η − −∑

(10)

( )4( ) ( 1) sin(2 )exp 2 1 ( ),ns t nt t t= − π − − Θ (11)

5( ) ( 1) (1 | 2 1|)sin(2 ) ( ),ns t t nt t= − − − π Θ (12)

( )6( ) 1 2 1 cos(4 ) ( ),s t t nt t= − − π Θ (13)

ãäå ( ) ( ) ( 1),t t tΘ = η − η −  ( )tη  � ôóíêöèÿ Õýâè-
ñàéäà; 2N n=  äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñèãíàëîâ è

N = 2n + 1 � äëÿ ïîñëåäíåãî, ,n∈ Z  N � êîëè-
÷åñòâî ëåïåñòêîâ ÑØÏ ñèãíàëà. Îñíîâíûìè
äîñòîèíñòâàìè òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ èõ
ïðîñòîòà è àäåêâàòíîñòü ðåàëüíûì ÑØÏ ñèã-
íàëàì åñòåñòâåííîãî è òåõíîãåííîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ.

Âåëè÷èíà ïîêàçàòåëÿ øèðîêîïîëîñíîñòè
ñðàâíèòåëüíî õîðîøî îöåíèâàåòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèÿ 4 Nµ ≈  [3].

Äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â ïðè-
ðîäå, èìåþùèõ ñâåðõøèðîêèé ñïåêòð, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå äâå ìîäåëè:

( ) ( )7( ) 1 exp ( ),s t t t t= − τ − τ η (14)

( )8 1 2( ) exp( ) exp( ) cos( ) ( ).s t t t t t= −α − −α β η (15)

Âèä ìîäåëåé 1 8...s s  ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.
Çàâèñèìîñòü 7 ( )s t  îïèñûâàåò èìïóëüñ äàâ-
ëåíèÿ [14], âîçíèêàþùèé ïðè âîçäóøíîì
âçðûâå (íàïðèìåð, ïðè âåëè÷èíå òðîòèëîâî-
ãî ýêâèâàëåíòà âçðûâà 1 Ìò äëèòåëüíîñòü
èìïóëüñà τ0 � îêîëî 4 ñ). Çàâèñèìîñòü 8( )s t
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ìîäåëüþ áëèæíèõ àòìîñ-
ôåðèêîâ [15]. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

1 2β = α α  âûðàæåíèå (15) îïèñûâàåò èìåí-
íî ÑØÏ ñèãíàë.
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Ðèñ. 1. Ìîäåëè âåéâëåòîâ: a � HAAR-âåéâëåò, á � FHAT-âåéâëåò, â � WAVE-âåéâëåò, ã � ÌHAT-âåéâëåò,
ä � DOG-âåéâëåò, å � âåéâëåò Äîáå÷è; è ÑØÏ ñèãíàëîâ: æ � î    � ìîäåëè  s1 � s8 ñîîòâåòñòâåííî
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2.4. Ìîäåëè ïîìåõè
Äàëåå â ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëè

àääèòèâíîé ïîìåõè ( ),n t  èìåþùåé ðàâíîìåð-
íîå è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñìåñü ñèã-
íàëà è ïîìåõè çàïèøåòñÿ ïðè ýòîì â âèäå:

0( ) ( ) ( ).s t s t n t= +

Ìîùíîñòü ïîìåõè çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
âûðàæåíèÿìè äëÿ íåïðåðûâíîé ( )n t  è äèñê-
ðåòíîé in  âðåìåííûõ ôóíêöèé ïîìåõè ñîîò-
âåòñòâåííî:

( )22

0

1
( ) d ,

nT

n
n

P n t n t
T

= σ = −∫

( )22

1

1
,

nN

n i
in

P n n
N =

= σ = −∑

Çäåñü 2σ  � äèñïåðñèÿ ïîìåõè, nT  � äëèòåëü-
íîñòü ïîìåõè , Nn � ÷èñëî îòñ÷åòîâ.

Îòíîøåíèå ñèãíàë/ïîìåõà äëÿ íåïðåðûâ-
íî è äèñêðåòíî çàäàííûõ çàâèñèìîñòåé ( )s t  è

( )n t  áóäåì îïðåäåëÿòü âûðàæåíèÿìè:

( )

2
0

0

2

0

2
0

1

2
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1
( )d
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1

( ) d

1

.
1
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s is
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s t t
P

q
P

n t n t
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s
P N

q
P

n n
N

τ

=

=

τ
= =

−
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−

∫

∫

∑

∑

(16)

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçî-
âàòü âåéâëåò-àíàëèç äëÿ îïèñàíèÿ ÑØÏ ñèã-
íàëîâ [16]. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ëþáîé
âåéâëåò, ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿåòñÿ èìåííî ÑØÏ

ñèãíàëîì. Òàêîé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü, ñðàâ-
íèâ òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê âåéâëåòàì
è ê ÑØÏ ñèãíàëàì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â
îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ÑØÏ ñèãíàëà â áàçè-
ñå, ñîçäàííîì íà îñíîâå âåéâëåòîâ, äîëæíî
ïîçâîëèòü ðàçðåøèòü îñíîâíóþ ïðîáëåìó, âîç-
íèêàþùóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå, à èìåííî, áåñêîíå÷íîñòü Ôóðüå-
ñïåêòðà (time-scale spectrum) ôèíèòíîãî ÑØÏ
ñèãíàëà. Îòäåëüíûå ïîïûòêè â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè ïðåäïðèíèìàëèñü â ÑØÀ â 90-õ ãîäàõ
ÕÕ âåêà [17], îäíàêî îá èõ ðåçóëüòàòàõ íàì
ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî.

1. Ðàçëîæåíèå ìîäåëüíûõ ÑØÏ ñèãíàëîâ
ïî âåéâëåòàì

Ìû ïðîâåëè ðàçëîæåíèå êàæäîãî èç ìî-
äåëüíûõ ÑØÏ ñèãíàëîâ s1...s8 ïî ñèñòåìàì
áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîçäàííûõ íà îñíîâå
HAAR-âåéâëåòà, FHAT-âåéâëåòà, WAVE-âåé-
âëåòà, ÌHAT-âåéâëåòà, DOG-âåéâëåòà ñ ïî-
ìîùüþ èíòåãðàëüíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ è íà îñíîâå âåéâëåòà Äîáå÷è ñ ïîìîùüþ
áûñòðîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âèä èñ-
ïîëüçîâàííûõ âåéâëåòîâ è ÑØÏ ñèãíàëîâ
ïîêàçàí íà ðèñ. 1.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëå-
íû íåïðåðûâíûå âåéâëåò-ñïåêòðû ( , )W a b  ìî-
äåëüíîãî ÑØÏ ñèãíàëà (ìîäåëü s5) ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñî-
çäàííîé íà îñíîâå DOG-âåéâëåòà. Âàæíî îò-
ìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíî-
ãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäûé èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèãíàëîâ îêàçàëñÿ ëîêàëèçîâàííûì
êàê âäîëü îñè ïàðàìåòðà ìàñøòàáèðîâàíèÿ a,
òàê è âäîëü îñè ïàðàìåòðà ñäâèãà b. Óñòàíîâ-
ëåíî òàêæå, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà
ëåïåñòêîâ N ÑØÏ ñèãíàëà åãî âåéâëåò-ñïåêòð
èçìåíÿåòñÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèòåëüíîñ-
òè ñèãíàëà åãî âåéâëåò-ñïåêòð ñóæàåòñÿ âäîëü
îñè a è ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ a, à ïðè
ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó íóëÿìè
ñèãíàëà ðàñøèðÿåòñÿ âäîëü îñè b. Ê ñîæàëå-
íèþ, îáðàòíîå íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèå â âèäå (7) íåïðèãîäíî äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ [9]. Ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêèõ
öåëÿõ èñïîëüçóåòñÿ áûñòðîå âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèå [8, 9].
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Íà ðèñ. 3 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ
ðàçëîæåíèÿ ìîäåëüíûõ ÑØÏ ñèãíàëîâ s7 è s8

ïî áàçèñó, ñîñòàâëåííîìó íà îñíîâå âåéâëåòà
Äîáå÷è ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèã-
íàëîâ. Âèä òàêîãî äèñêðåòíîãî âåéâëåò-ñïåê-
òðà îòëè÷àåòñÿ îò íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-ñïåê-
òðà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ïîñòðî-
åíèÿ ïèðàìèäàëüíîãî àëãîðèòìà, ëåæàùåãî â
îñíîâå ÁÂÏ [9]. Çäåñü âìåñòî íåïðåðûâíîãî
ïàðàìåòðà ìàñøòàáèðîâàíèÿ a èñïîëüçóåòñÿ
äèñêðåòíûé ïàðàìåòð L, íàçûâàåìûé óðîâíåì
ðàçëîæåíèÿ è ïðèíèìàþùèé òîëüêî íàòóðàëü-
íûå çíà÷åíèÿ.

Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷å-
íèÿ êîëè÷åñòâà ëåïåñòêîâ ÑØÏ ñèãíàëà âåé-
âëåò-ñïåêòð ñèãíàëà ïîñòåïåííî ïåðåìåùàåò-

ñÿ â îáëàñòü áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèé à è
ðàñøèðÿåòñÿ âäîëü îñè b. Ñëåäîâàòåëüíî, âåé-
âëåò-ñïåêòð ÑØÏ ñèãíàëîâ õîðîøî ëîêàëèçî-
âàí âäîëü îáåèõ êîîðäèíàò, à ïî ìåðå ïåðåõî-
äà îò ÑØÏ ñèãíàëîâ ê óçêîïîëîñíûì îí ñó-
ùåñòâåííî ðàçìûâàåòñÿ è ñìåùàåòñÿ.

2. Îáðàòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
ìîäåëüíûõ ÑØÏ ñèãíàëîâ

Çàäàäèìñÿ öåëüþ ïðîñëåäèòü, êàê çàâèñèò
ôîðìà âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà îò êîëè÷å-
ñòâà âçÿòûõ ÷ëåíîâ äèñêðåòíîãî âåéâëåò-ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè øóìîâ. ×òîáû
êîëè÷åñòâåííî îïðåäåëèòü ìåðó ñõîäñòâà âîñ-
ñòàíîâëåííîãî ( )s t  è èñõîäíîãî 0( )s t  ñèãíà-
ëîâ, ââåäåì ñëåäóþùèå êðèòåðèè:

Ðèñ. 2. Íåïðåðûâíûå âåéâëåò-ñïåêòðû W(a,b) ÑØÏ ñèãíàëà (ìîäåëü s5 ) ïðè èñïîëüçîâàíèè DOG-âåéâëå-
òà: a �    N = 2, á �   N = 4, â �   N = 6,  ã �   N = 8. Áåëûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ôóíêöèè,
÷åðíûé � ìèíèìóìó, ãðàäàöèè ñåðîãî � ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâåííî
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Ðèñ. 3. Âåéâëåò-ñïåêòðû ÁÂÏ, îñíîâàííîãî íà âåéâëåòå Äîáå÷è, äëÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ. Ìîäåëü s7: a � = 0.4,τ
á � = 0.1,τ  â � = 0.05.τ  Ìîäåëü s8: ã � 2 = 50,α  1 = 2;α  ä � 2 = 50,α  1 = 5;α  å � 2 = 50,α  1 = 8.α  Áåëûé
öâåò ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ôóíêöèè, ÷åðíûé � ìèíèìóìó, ãðàäàöèè ñåðîãî � ïðîìåæóòî÷íûì çíà-
÷åíèÿì ñîîòâåòñòâåííî
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2 2( 1) .Ñ A B= + − (19)

Ôóíêöèîíàëû ( ( )),A s t  ( ( ))B s t  è ( ( ))Ñ s t  èç-
ìåíÿþòñÿ â òàêèõ ïðåäåëàõ: 0 4,A≤ ≤

1 1,B− ≤ ≤  0 17.Ñ≤ ≤
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà A ñî-

îòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîñòè âîññòàíîâëåííî-
ãî è ðàçëîæåííîãî ñèãíàëà, à ìàêñèìàëüíîå �
èõ ïîëíîé àíòèêîððåëÿöèè. È íàîáîðîò, ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà B îçíà÷àåò
àíòèêîððåëÿöèþ óêàçàííûõ ñèãíàëîâ, à ìàê-
ñèìàëüíîå � èõ ïîëíóþ òîæäåñòâåííîñòü.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì ìåíüøå A è ÷åì áîëüøå
B, òåì òî÷íåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàññìàòðè-
âàåìûé ñèãíàë. Äðóãèìè ñëîâàìè, àëãîðèòì
âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ( )s t  ñâîäèòñÿ ê ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ( ( ))A s t  ïðè îäíîâðå-
ìåííîé ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ( ( )).B s t
Íîðìèðîâàííîñòü ââåäåííûõ ôóíêöèîíàëîâ
ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ðàçëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñèãíàëîâ ïî áàçèñàì ðàçíûõ âåéâëåò-ôóíêöèé
íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ ñàìèõ ñèãíàëîâ è
áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèîíàë ( ( ))Ñ s t  ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèîíà-
ëîâ ( ( ))A s t  è ( ( )),B s t  ñëóæèò îáîáùåííîé
êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà
âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà è òðåáóåò ñâîåé ìè-
íèìèçàöèè.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëà (ìîäåëü s8) ñ ïîìîùüþ
áûñòðîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñíîâàííî-
ãî íà âåéâëåòå Äîáå÷è. Ìîæíî âèäåòü, êàê ñ
ðîñòîì êîëè÷åñòâà ó÷òåííûõ óðîâíåé ðàçëî-

æåíèÿ L âîçðàñòàåò òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ, ïîõîæèõ íà áà-
çèñíûå âåéâëåòû (ñì. ðèñ. 1), îêàçûâàåòñÿ äîñ-
òàòî÷íûì èñïîëüçîâàíèå øåñòè (ìîäåëè s1... s5)
èëè ñåìè (ìîäåëè s6 è s8) óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ,
à äëÿ ìåíåå ïîõîæèõ (ìîäåëü s7) íóæíî çàäà-
âàòü îäèííàäöàòü � äâåíàäöàòü óðîâíåé. Â îò-
ëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ãäå ïðè óäàëå-
íèè íàèáîëåå âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò ôó-
ðüå-ñïåêòðà ó ÑØÏ ñèãíàëà ïîÿâëÿþòñÿ ëèø-
íèå (ëîæíûå) ëåïåñòêè è ñãëàæèâàþòñÿ ïåðå-
ïàäû, õàðàêòåð èñêàæåíèé ïðè îòñå÷åíèè ÷àñ-
òè âåéâëåò-ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùåé áîëüøèì
íîìåðàì óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ, íåñêîëüêî èíîé.
Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îòáðàñûâàåìûõ óðîâíåé
ðàçëîæåíèÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ ÑØÏ ñèãíàëà
ñòàíîâèòñÿ êàê áû âñå áîëåå èçðåçàííîé, íî
íîâûå ëåïåñòêè íå ïîÿâëÿþòñÿ. Ïîñëåäíåå âàæ-
íî äëÿ ÑØÏ ñèãíàëà, ïîñêîëüêó óâåëè÷åíèå
êîëè÷åñòâà ëåïåñòêîâ ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ,µ  ÷òî âåñüìà íåæåëàòåëüíî. Êðîìå òîãî,
ñîîáùåíèå, ïåðåíîñèìîå ÑØÏ ñèãíàëîì, ñî-
äåðæèòñÿ â åãî ôîðìå. Óêàçàííîå ïîâåäåíèå ìî-
æåò îáúÿñíÿòüñÿ îñîáåííîñòÿìè ñàìîãî áàçèñ-
íîãî âåéâëåòà, òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî èñïîëüçó-
åìûé çäåñü âåéâëåò Äîáå÷è èìååò ôðàêòàëü-
íóþ ñòðóêòóðó. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè
÷èñëà îòáðàñûâàåìûõ óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ íà
åäèíèöó êîëè÷åñòâî òî÷åê, êîòîðûìè ïðåäñòàâ-
ëåí ñèãíàë, óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî
èñïîëüçîâàòü èìåííî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå,
à íå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òàê êàê ÷àñòîòíî-
âðåìåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ïåðâîãî îêàçûâàåòñÿ
âûøå. Ê òîìó æå ÁÂÏ ðàáîòàåò çàìåòíî áûñò-
ðåå, ÷åì ÁÏÔ, ïîñêîëüêó òðåáóåò ìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà ïðîèçâîäèìûõ îïåðàöèé (ñì. âûøå).

3. Îáíàðóæåíèå ÑØÏ ñèãíàëà
íà ôîíå àääèòèâíîé ïîìåõè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îáíàðóæåíèè ÑØÏ
ñèãíàëà íà ôîíå àääèòèâíîé ïîìåõè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðèìåíå-
íèå âåéâëåò-àíàëèçà ïåðñïåêòèâíî êàê äëÿ
îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëîâ èñêóññòâåííîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ, òàê è ðàçëè÷íûõ êðàòêîâðå-
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Ðèñ. 4. Âîññòàíîâëåíèå ÑØÏ ñèãíàëà (ìîäåëü s8 ) ñ ïîìîùüþ ÁÂÏ, îñíîâàííîãî íà âåéâëåòå Äîáå÷è:
a � èñõîäíûé ñèãíàë, á � åãî âåéâëåò-ñïåêòð, â � ì    � âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ L.
Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åí èñõîäíûé ñèãíàë. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ A è B, çàäàâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (17) è
(18), õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü ñõîäñòâà  èñõîäíîãî è âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëîâ



Î. Â. Ëàçîðåíêî, Ñ. Â. Ëàçîðåíêî, Ë. Ô. ×åðíîãîð

58 Ðàäèîôèçèêà è ðàäèîàñòðîíîìèÿ, 2002, ò. 7, ¹1

Ðèñ. 5. Ôèëüòðàöèÿ ÑØÏ ñèãíàëà (ìîäåëü s5 ) ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà Äîáå÷è ïðè îòíîøåíèè ñèãíàë/ïîìåõà
íà âõîäå âåéâëåò-ôèëüòðà 0q = 0.1  (íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîìåõè): a � èñõîäíûé ñèãíàë, á � àääè-
òèâíàÿ ñìåñü ñèãíàëà è ïîìåõè, â � ê   � âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë ïðè ðàçíûõ L. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åí
èñõîäíûé ñèãíàë. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ A è B, çàäàâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (17) è (18), õàðàêòåðèçóþò
ñòåïåíü ñõîäñòâà èñõîäíîãî è âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëîâ
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ìåííûõ àïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ åñòåñòâåí-
íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, êîòîðûå, îáëàäàÿ ñâåðõ-
øèðîêèì ñïåêòðîì, ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê
ÑØÏ ñèãíàëàì. Ýòà èäåÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî
ëîêàëèçîâàííûå áàçèñíûå ôóíêöèè âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ â ãîðàçäî áîëüøåé ìåðå ïî-
õîæè íà ðàññìàòðèâàåìûå ñèãíàëû, ÷åì áàçèñ-
íûå ôóíêöèè òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííûõ êðèòåðèåâ, îïè-
ñûâàþùèõ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èñõîäíûì,
çàøóìëåííûì è âîññòàíîâëåííûì ñèãíàëàìè,
áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ (16)-(19).

Ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíà-
ëà èìååòñÿ îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî óðîâíåé
ðàçëîæåíèÿ, êîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñèãíàë
óæå äîñòàòî÷íî âîññòàíîâëåí, à ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ìîùíîñòü ïîìåõè åùå íåäîñòàòî÷íî âå-
ëèêà, ÷òîáû çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü ôîðìó ñèã-
íàëà. Ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ÑØÏ ñèãíà-
ëîâ ïîêàçàí íà ïðèìåðå ìîäåëè s5 íà ðèñ. 5.
Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà è îòíî-
øåíèå ñèãíàë/ïîìåõà q, êàê è ñëåäîâàëî îæè-
äàòü, çàâèñÿò îò ñòåïåíè ïåðåêðûòèÿ âåéâëåò-
ñïåêòðîâ ñèãíàëà è ïîìåõè.

Îïòèìàëüíîå ÷èñëî óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ
íà ïðàêòèêå óäîáíî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ
ãðàôèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 6. Â êàæäîé
èç ÷åòûðåõ ãðóïï ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû çàâè-
ñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ A è B, à òàêæå îòíî-
øåíèÿ ñèãíàë/ïîìåõà q îò êîëè÷åñòâà èñïîëü-
çîâàííûõ ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà óðîâ-
íåé âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ L. Íà âñåõ êðèâûõ
ðîìáèêàìè ïîêàçàíû ïàðàìåòðû âîññòàíîâ-
ëåííîãî ñèãíàëà íà ôîíå ïîìåõè, êâàäðàòè-
êàìè � â îòñóòñòâèå ïîìåõè. Âåðòèêàëüíûå
ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå  ïî òðè ãðàôèêà, ñîîò-
âåòñòâóþò îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ L. Îíî
âûáèðàåòñÿ ïî ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóí-
êöèîíàëà ( ).A f L=  Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà çíà-
÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ A äëÿ ðàçíûõ L ïðåä-
ïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó, äëÿ êîòîðîãî âûøå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ( ).B f L=  Äðóãîé ñïî-
ñîá îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ L ñî-
ñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëà C âìåñ-
òî ôóíêöèîíàëîâ A è B. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7.

3.1. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà
îò ñîîòíîøåíèÿ èíòåðâàëîâ êîððåëÿöèè

ñèãíàëà è ïîìåõè
Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëîâ A,

B è q íà âûõîäå âåéâëåò-ôèëüòðà îò îòíîøå-
íèÿ èíòåðâàëîâ êîððåëÿöèè ïîìåõè è ñèãíàëà

ï s
r = τ τ  íà åãî âõîäå ïðè ðàçíûõ L.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ r êà-
÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà óõóäøàåòñÿ,
÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ðîñò A è óìåíüøåíèå q.
Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè s5 ïðè 0 1q =  ( 0q  �
îòíîøåíèå ñèãíàë/ïîìåõà íà âõîäå âåéâëåò-
ôèëüòðà), 4L =  (L = 6) äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïîìåõè ïðè 3 12 10 5 10r − −= ⋅ ÷ ⋅ :

0.134 0.939A ≈ ÷  ( 0.016 1.811),A ≈ ÷

0.167 0.994C ≈ ÷  ( 0.101 1.814),Ñ ≈ ÷
316 2q ≈ ÷  ( 128 1)q ≈ ÷  ñîîòâåòñòâåííî. À äëÿ

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïîìåõè ïðè
21.6 10 1.2r −= ⋅ ÷ :

0.132 0.877A ≈ ÷  ( 0.018 1.834),A ≈ ÷
0.188 1.046C ≈ ÷  ( 0.018 1.907),Ñ ≈ ÷
511 2q ≈ ÷  ( 117 1)q ≈ ÷  ñîîòâåòñòâåííî. Çíà-

÷åíèå B ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî âåéâëåò-ñïåêòð ïîìåõè ñìåùàåò-
ñÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ L, âñå áîëåå ïåðåêðûâà-
ÿñü ñî ñïåêòðîì ñàìîãî ñèãíàëà. Â òàêîì ñëó-
÷àå ñàìà ïîìåõà ïîñòåïåííî ïåðåñòàåò áûòü
ñëàáîêîððåëèðîâàííîé.

3.2. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà
îò âèäà ÑØÏ ñèãíàëîâ

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðè óâåëè÷å-
íèè êîëè÷åñòâà ëåïåñòêîâ ÑØÏ ñèãíàëà (÷åìó
ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèå ïîêàçàòåëÿ åãî øè-
ðîêîïîëîñíîñòè) è ñîõðàíåíèè åãî ïîñòîÿííîé
äëèòåëüíîñòè êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíà-
ëà òàêæå óõóäøàåòñÿ. Äëÿ ìîäåëè s5, íàïðèìåð,
ïðè 2 40,N = ÷  0 1,q =  32 10r −= ⋅  äëÿ íîðìàëü-
íî ðàñïðåäåëåííîé ïîìåõè èìååì: 5 9,L = ÷

0.021 0.119,A≈ ÷  1 0.978,B ≈ ÷  0.021 0.121,Ñ ≈ ÷
230 18q ≈ ÷  ñîîòâåòñòâåííî. Óõóäøåíèå êà÷å-

ñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèñõîäèò èç-çà ñìåùå-
íèÿ âåéâëåò-ñïåêòðà ñèãíàëà â îáëàñòü áîëü-
øèõ L, ò. å. íàâñòðå÷ó ñïåêòðó ïîìåõè. Îäíàêî
ïðè ýòîì è ñàì ñèãíàë ïîñòåïåííî ïåðåñòàåò
áûòü ñâåðõøèðîêîïîëîñíûì, ñòàíîâÿñü îáû÷-
íûì óçêîïîëîñíûì ñèãíàëîì.
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëîâ A, B è îòíîøåíèÿ ñèãíàë/ïîìåõà q îò êîëè÷åñòâà ó÷òåííûõ óðîâíåé
ðàçëîæåíèÿ L äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé ÑØÏ ñèãíàëîâ: à � ìîäåëü s5, á � ìîäåëü s6, â � ìîäåëü s7, ã � ìîäåëü s8.
Ðîìáèêàìè îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû  âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà íà ôîíå ïîìåõè, êâàäðàòèêàìè � â îòñóò-
ñòâèå ïîìåõè. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè íà ãðàôèêàõ ñîîòâåòñòâóþò îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ L
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Âûáîð ìîäåëè ñèãíàëà òàêæå îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò, òàê êàê ðàç-
íûå ìîäåëè èìåþò ðàçíûå ïî øèðèíå âåéâ-
ëåò-ñïåêòðû, êîòîðûå â ðàçíîé ñòåïåíè ïåðå-
êðûâàþòñÿ ñî ñïåêòðîì ïîìåõè.

3.3. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
âåéâëåò-àíàëèçà è ôóðüå-àíàëèçà

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ÑØÏ
ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
è òðàäèöèîííîé ôèëüòðàöèè ñ ïðèìåíåíèåì
ôóðüå-àíàëèçà.

Â ðàáîòå äëÿ ýòèõ öåëåé ïðîèçâîäèëàñü
ñîãëàñîâàííàÿ ôèëüòðàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîãäà àìïëèòóäíî-÷à-
ñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà ñîâïàäàåò ñ
èçâåñòíûì ñïåêòðîì èñêîìîãî ñèãíàëà. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñèãíàë,
âîññòàíîâëåííûé ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà Äîáå-
÷è, íåñêîëüêî èçðåçàí, íî íå èìååò ëîæíûõ
ëåïåñòêîâ. Â òî æå âðåìÿ ñèãíàë, ïîëó÷åí-
íûé ïðè ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, õîòÿ è ãëàäîê,
íî èìååò íåñêîëüêî ëîæíûõ ëåïåñòêîâ, ÷òî

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëà Ñ è îòíîøåíèÿ ñèãíàë/ïîìåõà q îò êîëè÷åñòâà ó÷òåííûõ óðîâíåé ðàç-
ëîæåíèÿ L äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé ÑØÏ ñèãíàëîâ: à � ìîäåëü s5, á � ìîäåëü s6, â � ìîäåëü s7, ã � ìîäåëü s8.
Ðîìáèêàìè îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà íà ôîíå ïîìåõè, êâàäðàòèêàìè � â îòñóò-
ñòâèå ïîìåõè. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè íà ãðàôèêàõ ñîîòâåòñòâóþò îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ L
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äëÿ ÑØÏ ñèãíàëà ÿâíî íåæåëàòåëüíî, òàê êàê
îñíîâíîé èíôîðìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé
ÑØÏ ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ èìåííî åãî ôîðìà.

3.4. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà
îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/ïîìåõà

Ïðåäñòàâëÿåò òàêæå èíòåðåñ èçó÷åíèå çà-
âèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ A, B, C è îòíîøå-
íèÿ q, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ L è ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ñîãëàñîâàííîé
ôèëüòðàöèè â ôóðüå-àíàëèçå, îò îòíîøåíèÿ
ñèãíàë/ïîìåõà èñõîäíîãî (âõîäíîãî) çàøóì-
ëåííîãî ñèãíàëà 0.q  Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ìîäå-
ëè s5 ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé àääèòèâ-
íîé ïîìåõîé ïðè 2,N =  31.6 10r −= ⋅  äëÿ

0 10 0.01q = ÷  ïðè èñïîëüçîâàíèè âåéâëåò-ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) èìååì
ñîîòâåòñòâåííî: 6 4,L = ÷

0.002 0.409A ≈ ÷  ( 0.051 0.275),A ≈ ÷
0.027 0.421Ñ ≈ ÷  ( 0.112 0.292),Ñ ≈ ÷

310 6q ≈ ÷  3( 4 10 8).q ≈ ⋅ ÷  Çíà÷åíèÿ ôóíêöèî-
íàëà B ïðàêòè÷åñêè íà èçìåíÿþòñÿ. Íàèáîëåå
èíòåðåñíî òî, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà A, êîòî-
ðûé îòâå÷àåò çà ïîäîáèå âîññòàíîâëåííîãî è
èñõîäíîãî ñèãíàëîâ, ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå

0 0.1,q ≈  êîãäà ïðåèìóùåñòâî âåéâëåò-ôèëüò-
ðàöèè ïåðåä ôóðüå-ôèëüòðàöèåé ïðàêòè÷åñêè
èñ÷åçàåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäà
âåéâëåò-ñïåêòðà ïîìåõè íàðàñòàåò ñ óìåíüøå-
íèåì 0,q  è âåéâëåò-ñïåêòðû ñèãíàëà è ïîìå-
õè íà÷èíàþò çàìåòíî ïåðåêðûâàòüñÿ.

Îáñóæäåíèå

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïðåèìóùåñòâî
ïåðåä òðàäèöèîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ ñèãíà-
ëà íà ôîíå àääèòèâíîé ñëàáîêîððåëèðîâàííîé
ïîìåõè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ñâÿçàíî ñ õîðî-
øåé ëîêàëèçàöèåé âåéâëåò-ñïåêòðà òàêèõ ñèã-
íàëîâ, òîãäà êàê èõ ôóðüå-ñïåêòð ãîðàçäî øèðå.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåéâëåò-ñïåêòðû ÑØÏ ñèã-
íàëà è ïîìåõè â îòëè÷èå îò ôóðüå-ñïåêòðîâ
ïåðåêðûâàþòñÿ ñëàáî. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü
ñèãíàë è ïîìåõó, ïî÷òè íå èñêàæàÿ ôîðìó ñèã-
íàëà. Äëÿ ÑØÏ ñèãíàëà ïîñëåäíåå èìååò ïåð-
âîñòåïåííîå çíà÷åíèå.

Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ÑØÏ ñèãíàëà
ñëåäóåò ïîäáèðàòü íàèáîëåå ïîõîæèé íà íåãî
ïðîèçâîäÿùèé âåéâëåò, íà îñíîâå êîòîðîãî
çàòåì ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûå
ôóíêöèè. Â òàêîì áàçèñå âåéâëåò-ñïåêòð ÑØÏ
ñèãíàëà áóäåò íàèáîëåå óçêèì, òàê êàê åãî ðàç-
ëîæåíèå ïî âåéâëåòàì, ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿåòñÿ
ðàçëîæåíèåì èìåííî ïî áàçèñó ÑØÏ ñèãíà-
ëà. Ýòî äîëæíî òàêæå íåñêîëüêî ïîâûñèòü
êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà íà ôîíå ïî-
ìåõè. Åñëè æå óêàçàííàÿ ïîõîæåñòü íåâåëèêà,
òî âåéâëåò-ñïåêòð ñèãíàëà áóäåò áîëåå øèðî-
êèì, ÷òî ïðèâåäåò ê áîëüøåìó åãî ïåðåêðû-
òèþ ñî ñïåêòðîì ïîìåõè, à ñëåäîâàòåëüíî, è ê
õóäøåìó êà÷åñòâó âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà.

Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàê-
òè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîäîáíûõ ðàäèîòåõíè-
÷åñêèõ ñèñòåì, îñóùåñòâëÿþùèõ îáíàðóæåíèå
ÑØÏ ñèãíàëîâ íà ôîíå ïîìåõ ñ ïîìîùüþ âåé-
âëåò-àíàëèçà, ñâÿçàíà ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóä-
íîñòÿìè êàê òåîðåòè÷åñêîãî, òàê è ïðàêòè÷åñ-
êîãî õàðàêòåðà. Ïî ñóùåñòâó, ðå÷ü èäåò î íå-
îáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâåðõøèðîêîïîëîñíûõ óñòðîéñòâ ïðèåìà è
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, à òàêæå íåîáõîäèìîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ ìîùíîãî áûñòðîäåéñòâóþùå-
ãî êîìïüþòåðà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé
îïåðàòèâíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ. È òî è
äðóãîå ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè ìàòåðèàëü-
íûìè çàòðàòàìè.

Âûâîäû

1. Ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé âåéâëåò ÿâëÿåòñÿ, ïî
ñóòè, ÑØÏ ñèãíàëîì. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ÑØÏ
ñèãíàëà ïî âåéâëåòàì � ýòî ðàçëîæåíèå ïî áàçè-
ñó ÑØÏ ñèãíàëîâ. Òàêîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì, à çíà÷èò, ýôôåêòèâíûì.

2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âåéâëåò-ñïåêòð ÑØÏ
ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ëîêàëèçî-
âàííûì ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Ïðè÷èíîé
ëîêàëèçàöèè âåéâëåò-ñïåêòðà ôèíèòíîãî
ÑØÏ ñèãíàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ áåñêîíå÷íûì
ñïåêòðîì Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ñõîäñòâî ñàìîãî
ñèãíàëà ñ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3. Âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëà ïî âåéâëåò-
ñïåêòðó ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî âåéâëåò-ïðåîá-
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ðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ó÷åñòü 5 � 6 óðîâíåé
ðàçëîæåíèÿ.

4. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îáíàðóæåíèè ÑØÏ
ñèãíàëà íà ôîíå ñëàáîêîððåëèðîâàííîé ïîìå-
õè èìååòñÿ îïòèìàëüíîå ÷èñëî óðîâíåé âåéâ-
ëåò-ðàçëîæåíèÿ, ïðè ó÷åòå êîòîðûõ, ñ îäíîé
ñòîðîíû, âëèÿíèå ïîìåõè ÿâëÿåòñÿ åùå ñðàâ-
íèòåëüíî ñëàáûì, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèãíàë
óæå äîñòàòî÷íî õîðîøî âîññòàíîâëåí.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èíòåð-
âàëà êîððåëÿöèè ïîìåõè è ïðè ñíèæåíèè
îòíîøåíèÿ ñèãíàë/ïîìåõà íà âõîäå âåéâëåò-
ôèëüòðà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà
óõóäøàåòñÿ.

6. Óñòàíîâëåíî, ÷òî õàðàêòåð âîññòàíîâëåí-
íîãî ñèãíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè âåéâëåò- è ôó-
ðüå-àíàëèçà îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íûì. Ïðè ôó-
ðüå-ôèëüòðàöèè ó ÑØÏ ñèãíàëà ïîÿâëÿþòñÿ
ëèøíèå (ëîæíûå) ëåïåñòêè, ÷òî èñêàæàåò åãî
ôîðìó, óìåíüøàåò ïîêàçàòåëü øèðîêîïîëîñ-
íîñòè, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ íåïðèåìëåìûì.

7. Ïîêàçàíî, ÷òî âåéâëåò-àíàëèç â çàäà÷å
îáíàðóæåíèÿ ÑØÏ ñèãíàëà íà ôîíå ñëàáîêîð-
ðåëèðîâàííîé ïîìåõè äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìî-
äåëåé îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì
ôóðüå-àíàëèç ïðè 0 0.1.q >
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Application of Wavelet Analysis
to Problem of Ultra-Wideband Signal

Detection on
Noise Background

O. V. Lazorenko, S. V. Lazorenko,
L. F. Chernogor

The basic properties of the wavelets, discrete
and integral wavelet transforms, are dealt with.
The wavelet analysis is proposed to apply for
detection of ultra-wideband (UWB) signals on a
noise background. The results of the numerical
wavelet analysis of model UWB signals are pre-
sented, and an example of the UWB signal detec-
tion on the background of weakly correlated ad-
ditive noise is discussed. The method efficiency
is compared with method of the traditional
matched filtering based on the Fourier transform.


