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Èíñòèòóò ðàäèîôèçèêè è ýëåêòðîíèêè ÍÀÍ  Óêðàèíû,
Óêðàèíà, 61085, ã. Õàðüêîâ, óë. Àê. Ïðîñêóðû, 12

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 èþëÿ 2001 ã.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî ïðîñòûå òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäàíà ñ ìàã-
íèòíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè 0 è 1 äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé óãëîâûõ ìîìåíòîâ. Íà îñíîâå
ýòèõ âûðàæåíèé âïåðâûå âû÷èñëåíû àñèìïòîòèêè êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäàíà ïðè êîìï-
ëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû èìåþò çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ ýëåêòðîäèíàìèêè.

Îäåðæàíî äîñòàòíüî ïðîñò³ òî÷í³ âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â Êëåáøà-Ãîðäàíà ç ìàãí³òíèìè êâàí-
òîâèìè ÷èñëàìè 0 òà 1 äëÿ êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü êóòîâèõ ìîìåíò³â. Íà îñíîâ³  öèõ âèðàç³â âïåð-
øå îá÷èñëåíî àñèìïòîòèêè êîåô³ö³ºíò³â Êëåáøà-Ãîðäàíà ïðè êîìïëåêñíèõ çíà÷åííÿõ ìîìåíò³â.
Ðåçóëüòàòè ìàþòü çíà÷åííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè ðîçñ³ÿííîãî ïîëÿ ó â³äïî-
â³äíèõ çàäà÷àõ åëåêòðîäèíàì³êè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â ðàáîòå [1] (ñì. ñ. 74-80 â ýòîì íîìåðå æóðíà-
ëà), îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ êîì-
ïëåêñíûõ çíà÷åíèé óãëîâûõ ìîìåíòîâ.

Êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ

Ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì çíà÷åíèÿì óãëî-
âîãî ìîìåíòà â êîýôôèöèåíòàõ Êëåáøà-Ãîð-
äàíà (ÊÊÃ) îáû÷íî ñîâåðøàåòñÿ çàìåíîé ôàê-
òîðèàëîâ â ñòåïåííûõ ñóììàõ, îïðåäåëÿþùèõ
ÊÊÃ, íà Ã-ôóíêöèè è ñâåäåíèåì ñàìèõ ñóìì
ê îáîáùåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì

3 2.F  Èçâåñòíî øåñòü îñíîâíûõ ôîðì òàêîãî
îáîáùåíèÿ [2, ñ. 205, ôîðìóëû (21)-(26)]. Ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îäíîé èç íèõ [2, ñ. 205,
ôîðìóëà (21)], êîòîðàÿ â ðàáîòå [3] íàçûâàåò-
ñÿ Âèãíåðîâñêîé ôîðìîé äëÿ ÊÊÃ, õîòÿ â [2]
îíà îïðåäåëåíà êàê ôîðìà Âàí-äåð-Âàðäåíà
[4] è Ðàêà [5]:
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Íèæå äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì çàïèñûâàòü
âûðàæåíèÿ äëÿ ∆ è δ áåç óêàçàíèÿ àðãóìåíòîâ.

Ôîðìóëà (1) è ñâîéñòâà Ã-ôóíêöèè è ðÿ-
äîâ 3 2F  ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ
äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ

1 2 0:m m m= = =

1 1
2 1( 1) ( 1) ( 1).j j j j j− −δ = Γ + Γ − + Γ − + (4)

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

1 2,a j j j= − −       2 ,b j= −      1,c j= − (5)

òî

1 2 1 ,j j j a b− − = + −  2 1 1 ,j j a c− + = + − (6)

è 3 2F  èç (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

3 2

, ,
2

1 ,1
aa b c

F
a b a c

− 
= π × + − + − 

1 ,1 ,1 2
,

( 1) 2, 2 1 , 2 1 , 1

a b a c a b c

a a b a c a b c

+ − + − + − − 
×Γ  + + − + − − − + 

(7)

( )Re( 2 2 ) 2 .a b c− − > −

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (21) èç ðàáîòû
[6, ñ. 535] è ôîðìóëà óäâîåíèÿ àðãóìåíòà

Ã-ôóíêöèè. 
,...

,...

x

y

 
Γ  

 
 � ñèìâîëè÷åñêîå îáî-

çíà÷åíèå äëÿ îòíîøåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Ã-ôóí-
êöèé îò àðãóìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðõ-
íåé ñòðîêå, ê ïðîèçâåäåíèþ Ã-ôóíêöèé îò àð-
ãóìåíòîâ, ñòîÿùèõ â íèæíåé ñòðîêå.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ à, b, ñ è èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâà Ã-ôóíêöèé, ôîðìóëó (7) ìîæíî ïðè-
âåñòè ê âèäó:

1 2 1 2
3 2 3 2

1 2

, ,, ,

1 ,1 1, 1

j j j j ja b c
F F

a b a c j j j j

− − − − +  
= =  + − + − − + − +   

1
1 2( 1) ( 1) ( 1)j j j j j−= Γ + Γ − + Γ − + ×

1 2 1 2( 1)cos ( )
2

j j j j j j
π ×Γ − + + + − + + ×  

1 2

1 2 1 2 1 2

( 2)

2 .
( 2) ( 2) ( 2)

, ,
2 2 2

j j j

j j j j j j j j j

+ + + 
 

×Γ  
− + + + − + + + − + 

  
(8)

Ïîäñòàíîâêà (8) â (1) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó:

1 2 1 1 2 1 2( , , ;0,0,0) ( , , )cos ( )
2

C j j j j j j j j j
π = ∆ − + + ×  

1 2

1 2 1 2 1 2

( 2)

2 ,
( 2) ( 2) ( 2)

, ,
2 2 2

j j j

j j j j j j j j j

+ + + 
 

×Γ  
− + + + − + + + − + 

  
(9)

ãäå

1 1 2( , , )j j j∆ =

1 2 1 2 1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
(2 1) .

( 2)
j j j j j j j j j

j
j j j

Γ − + + Γ − + + + Γ − + + += +
Γ + + +

(10)

Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé i ij l=  êîñè-
íóñ â (9) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ( 1) ,g l−−  åñëè

1 2( ) 2g l l l= + +  � öåëî÷èñëåííîå, è íóëü â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ã-ñèìâîë äëÿ ïåðâîãî ñëó-
÷àÿ ïðèîáðåòàåò âèä:

1 2

1
.

1, 1, 1

g

g l g l g l

+ 
Γ  − + − + − + 

(11)

Òàê êàê ( 1) !,g gΓ + =  òî äëÿ öåëî÷èñëåí-
íûõ çíà÷åíèé il  ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîãî
îáîáùåíèÿ  ê èçâåñòíîé ôîðìóëå [2, ñ. 213,
ôîðìóëà (32)] äëÿ ôèçè÷åñêèõ çíà÷åíèé ìî-
ìåíòîâ î÷åâèäåí.

Çàìåíà âñåõ ij  íà 1ij −  â (9) ïðèâîäèò ê
âûðàæåíèþ:
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1 2

1 1 2 1 2

( 1, 1, 1;0,0,0)

( 1, 1, 1 )sin ( )
2

C j j j

j j j j j j

− − − =
π = ∆ − − − − + + ×  

1 2

1 2 1 2 1 2

( 1)

2 .
( 1) ( 1) ( 1)

, ,
2 2 2

j j j

j j j j j j j j j

+ + − 
 

×Γ 
− + + + − + + + − + 

  
(12)

Ýòà ôîðìóëà ïîíàäîáèòñÿ íàì ïîçæå.
Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ÊÊÃ ñ ìàãíèò-

íûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè 1 1,m =  2 0,m =
1.m =  Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ 1 2 1 2( , , ; , , )j j j m m mδ

ïîëó÷àåì:

1 1
2 1

( )
( 1) ( 1) .

( 2) ( 1)
j

j j j j
j j j j

Γδ = + +
Γ − + Γ − +

(13)

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèÿìè (5) äëÿ à, b, ñ ââåäåì

1,a a′ = −      1.b b′ = − (14)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

3 2 3 2

, , 1 1, 1, 1

1, 2 1, 3

a b c a b c
F F

a b a c a b a c

′ ′+ + + +   
= =   ′ ′ ′− + − + − + − +   

1 2 2 1
3 2

1 2

, , 1
.

1, 2

j j j j j
F

j j j j

− − − − + 
=  − + − + 

(15)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì [6, ñ. 440, ôîðìó-
ëà (31)] (íèæíèå èíäåêñû 3 è 2 äëÿ êðàòêîñòè
îïóñêàåì):

1 2 3 1 2 3
1

1 1

, , , ,
( 1)

, , 1

a a a a a a
b F F

b b

     σ σ + − =    σ σ +     

1 2 3
1 2 3

1

1, 1, 1
,

1, 2

a a a
a a a F

b

+ + + 
=  + σ + 

(16)

è ïîëîæèì 1 ,a a′=  2 ,a b′=  3 ,a c=  1 ,b a b′ ′= −
1.a c′σ = − +  Òîãäà

1, 1, 1

1, 3

( 1)( 2)( )

a b c
a b cF

a b a c

a c a c a b

′ ′+ + + ′ ′ = ′ ′ ′− + − + 
′ ′ ′ ′= − + − + − ×

, , , ,
.

, 1 , 2

a b c a b c
F F

a b a c a b a c

′ ′ ′ ′     × −    ′ ′ ′ ′ ′ ′− − + − − +     
(17)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ åñòü
ñóììà äâóõ Ã-ñèìâîëîâ [6, ñ. 535, ôîðìóëà
(20)], à âòîðîå ïðåîáðàçóåì ñ  ïîìîùüþ ñîîò-
íîøåíèÿ [6, ñ. 440, ôîðìóëà (27)]

1 2 3 1 2 3, , , ,

1, , 1

a a a a a a
F F

   
σ − ρ =   ρ + σ ρ σ +   

1 2 3, ,
( ) ,

1, 1

a a a
F

 
= σ − ρ  ρ + σ + 

â êîòîðîì ïîëîæèì 1 ,a a′=  2 ,a b′=  3 ,a c=
,a b′ ′ρ = −  1:a c′σ = − +

, ,
( 1)

1, 1

, ,
( )

, 2

a b c
a c F

a b a c

a b c
a b F

a b a c

′ ′ ′ − + − ′ ′ ′− + − + 
′ ′ ′ ′− − = ′ ′ ′− − + 

, ,
( 1) .

1, 2

a b c
b c F

a b a c

′ ′ ′= − +  ′ ′ ′− + − + 
(18)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (18) â (17) ïîëó÷èì:

, , 1
( 1)( 2)

1, 2

a b c
a b cF a c a c

a b a c

+ ′ ′ ′ ′= − + − + × − + − + 
, , 1

( )
, 1

a b c b c
a b F

a b a c a b

′ ′ ′  − +′ ′× − + ×  ′ ′ ′ ′ ′− − + − 
, ,

1, 2

a b c
F

a b a c

′ ′ 
× − ′ ′ ′− + − + 

, ,1
.

1, 1

a b ca c
F

a b a ca b

′ ′ ′  − +−  ′ ′ ′′ ′ − + − +−  
(19)
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Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ ïî ôîðìóëå [6, ñ. 440, ôîðìóëà (26)]

1 2 1 2

1 1

, , , , 1

, , 1

a a a a
F F

b b

ρ ρ +   
σ − ρ =   σ σ +   

1 2

1

, ,
( ) ,

, 1

a a
F

b

ρ 
= σ − ρ  σ + 

â êîòîðîé ïîëîæèì 1 ,a a′=  2 ,a b′=
1 ,c c′ρ = − =  1 1,b a b′ ′= − +  1 :a c a c′ ′ ′σ = − + = −

, ,
( 1)

1,

, ,

1, 2

a b c
a c F

a b a c

a b c
c F

a b a c

′ ′ ′ ′ − + − ′ ′ ′ ′− + − 
′ ′ ′ ′− = ′ ′ ′− + − + 

, ,
( 2 ) .

1, 1

a b c
a c F

a b a c

′ ′ ′ ′ ′= −  ′ ′ ′ ′− + − + 
(20)

Îïðåäåëèâ îòñþäà 
, ,

1, 2

a b c
F

a b a c

′ ′ 
 ′ ′ ′− + − + 

 è

ïîäñòàâèâ â (18), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëó÷èì:

, , 1
( )( 1)

1, 2

a b c
a b c cF a c a c

a b a c

+ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − + × − + − + 

, ,
( )

, 1

a b c
a b c F

a b a c

′ ′  ′ ′ ′× − −  ′ ′ ′− − + 

, ,
( )( )

, 1

a c b
a c b c F

a c a b

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − ′ ′ ′ ′− − + 

, ,
( 2 )( )

1, 1

a b c
a c b c F

a b a c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − ′ ′ ′ ′− + − + 

, ,
( ) .

1, 1

a b c
a c c F

a b a c

′ ′  ′ ′ ′− −  ′ ′ ′− + − + 
(21)

Âñå ÷åòûðå ôóíêöèè 3 2F  â ïðàâîé ÷àñòè (21)
ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê Ã-ôóíêöèÿì ïî ôîðìó-

ëàì [6, ñ. 535, ôîðìóëû (20) è (21)]:

, ,

1 ,

a b c
F

a b a c

 
= + − − 

, , , 1
2

, 1 1
aa b c a c a b

F
a c a b a b c

− − − +   
= = π Γ ×   − − + − − +   

2 1

2 ,( 1) 2, 2 1

a b c

a c a a b

 + − − × Γ +  − + + −  

( 1) 2
,

( 1) 2 , 2,( 1) 2

a b c

a c a a b

+ − − +Γ  + − + −  
(22)

Re( 2 2 ) 1;a b c− − > −

, ,
2

1, 1
aa b c

F
a b a c

− 
= π × − + − + 

1, 1, 2 1
,

( 1) 2, 2 1, 2 1, 1

a b a c a b c

a a b a c a b c

− + − + − − + 
×Γ  + − + − + − − + 

(23)

Re( 2 2 ) 2.a b c− − > −

Ïðè ýòîì ñîäåðæèìîå ôèãóðíûõ ñêîáîê â (21)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

1, ( 2 )
2

2
a a b a c c a b a c

a b c a b
′− ′ ′ ′ ′ − + − ′ ′ ′ ′ ′  − − +π Γ − ′ ′ ′ ′ ′− − −  

( )( )( 2 )

( )( 2 )

2

( 1) 2, 2 , 2

b c a c a b c

a b c a b

a b c

a a b a c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ − − − −− ×′ ′ ′ ′ ′− − − 
′ ′ ′− − 

×Γ + ′ ′ ′ ′ ′+ − − 

( )( 1) 2 1 ( )( )

( 1) 2 1

c a c b c a c

a b c a b c

′ ′ ′ + − − ′ ′ ′ ′− −+ + × ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − − − 

( 1) 2
.

( 1) 2 , 2,( 1) 2

a b c

a c a a b

′ ′ ′ + − − ×Γ  ′ ′ ′ ′ ′+ − + −  
(24)
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Ìíîæèòåëü ïåðåä Γ-ñèìâîëîì â ïåðâîì ñëàãà-
åìîì â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ (24) ñâîäèòñÿ ê âèäó

,
a b

a b c

′ ′
−

′ ′ ′− −

à ïåðåä âòîðûì ê

( )
2 ( 1) 2

.
( 1) 2 1 ( )

b c a b a c c c a a
b

a b c a b c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − + + + −′
′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − − −

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (21) ïîëó÷àåì:

1, , 1 1, 22
1, 2 2( 1)

aa b c a b a c
F

a b a c a b cc c

− ++ − + − +   π= Γ ×   − + − + − − +−   

( 1) 2 1

2,( 1) 2 ,( 1) 2

a b c

a a b a c

 + − − + × −Γ +  + − + −  

[ ]1
( 1) 2 ( 1)

2
a a ab bc ac c c+ + − + − + − ×

2 1
.

( 1) 2, 2 1, 2 1

a b c

a a b a c

− − +  
×Γ  + − + − + 

(25)

Íàïîìíèì, ÷òî 1 2,a j j j= − −  2,b j= −
1,c j= −  1 1.c j′ = − −  Òîãäà (25) áóäåò âûãëÿ-

äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( )
1 2

1 2 2 1
3 2

1 2

1 2

1 1

, , 1

1, 2

1, 22 2
21

j j j

j j j j j
F

j j j j

j j j j

jj j

− + +

− − − − + 
= − + − + 

− + − + π= Γ × ++  

1 2

1 2 1 2 1 2

( 3) 2

( ) ( 1) ( 1)
, ,

2 2 2

j j j

j j j j j j j j j

 + + + 
  × −Γ + − − − + + + − +    

[ ]1 1 2 2

1
( 1) ( 1) ( 1)

4
j j j j j j+ + + + − + ×

1 2

1 2 1 2 1 2

( 2)

2 .
( 1) ( 2) ( 2)

, ,
2 2 2

j j j

j j j j j j j j j

+ + + 
 ×Γ − − + − + + + − + 

  
(26)

Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè ôóíêöèîíàëüíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ Ã-ôóíêöèè [7, ñ. 17-19]
è ïðèâåäåì (26) ê âèäó:

1 2
1 2 2 1

3 2
1 2 1 1

, , 1 2 2

1, 2 ( 1)

j j jj j j j j
F

j j j j j j

− + +− − − − +  π= × − + − + π + 

1 2
1 2

1, 2
sin ( )

2 2

j j j j
j j j

j

− + − +  π  ×Γ − − − ×   +   

1 2 1 2

1 2 1 2

( 3) 2,( 2) 2

( 1) 2,( 1) 2

j j j j j j

j j j j j j

+ + + − + + + 
×Γ + − + + + − + 

[ ]1 2 1 1 2 2

1
cos ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

4 2
j j j j j j j j j

π + − − + + + − + ×  

1 2 1 2

1 2 1 2

( 2) 2,( 1) 2
.

( 2) 2,( 2) 2

j j j j j j

j j j j j j

+ + + − + + +  
×Γ  − + + + − + 

(27)

Ïîäñòàíîâêà (27) â (1) (ïðè 1 1,m =  2 0)m =
ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò
ê ðåçóëüòàòó:

1 21
1 2

1 2
1 1

2 ( , , )
( , , ;1,0,1)

( 1) ( 1)

j j j j j j
C j j j

j j j j

− + + ∆= ×
π + +

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

sin ( )
2

( 3) ( 2)
,

2 2
( 1) ( 1)

,
2 2

j j j

j j j j j j

j j j j j j

π  × − − − ×   
+ + + − + + + 

 
×Γ + 

− + + + − + 
  

[ ]1 2 1 1 2 2

1
cos ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

4 2
j j j j j j j j j

π + − − + + + − + ×  

1 2 1 2

1 2 1 2

( 2) 2,( 1) 2
,

( 2) 2,( 2) 2

j j j j j j

j j j j j j

+ + + − + + +  
×Γ  − + + + − + 

(28)

ãäå 1 2( , , )j j j∆  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2),
à 1,j  2,j  j � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Âèäíî, ÷òî (28) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõ-
÷ëåííóþ ôîðìóëó, êîòîðóþ ñëåäóåò ïðåîá-



À. Ñ. Áðþõîâåöêèé, Ë. À. Ïàçûíèí

86 Ðàäèîôèçèêà è ðàäèîàñòðîíîìèÿ, 2002, ò. 7, ¹1

ðàçîâàòü ê âèäó, îáëåã÷àþùåìó ñîïîñòàâëå-
íèå ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ôèçè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé ìîìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî âòîðîé Ã-ñèìâîë
â (28) ñëåäóåò äîìíîæèòü è ðàçäåëèòü íà

[ ] [ ]1 2 1 2( 2) 2 1j j j j j jΓ − + + + Γ − + + +  è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé óäâîåíèÿ àðãóìåíòà
Ã-ôóíêöèè, à ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèâåñòè ê àð-
ãóìåíòàì 1 1,j −  2 1,j −  1.j −  Â ðåçóëüòàòå
(28) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

1 1 2 2
1 2

1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( , , ;1,0,1)

2 ( 1) ( 1)

j j j j j j
C j j j

j j j j

+ + + − += ×
+ +

1 2 1 2
1 2

1 1

(2 1)( )( )1
( , , ;0,0,0)

2 (2 1) ( 1) ( 1)

j j j j j j j
C j j j

j j j j j

 + + − − +× + × − + +

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

( )( 1)( 1)

( )

j j j j j j j j j

j j j

− + + + + + + + −× ×+ + 

1 2( 1, 1, 1;0,0,0).C j j j× − − − (29)

Ïåðåõîä ê ôèçè÷åñêèì çíà÷åíèÿì i ij l=
â ôîðìóëàõ (28) è (29) î÷åâèäåí. Äëÿ öåëûõ g
âåëè÷èíà [ ]1 2sin ( ) 2 ,l l lπ + −  à ñëåäîâàòåëüíî
è 1 2( 1, 1, 1;0,0,0)C l l l− − − , îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Ïðè ýòîì ôîðìóëà (29) ïåðåõîäèò â ôîðìóëó
(6) èç ðàáîòû [1]. Äëÿ ïîëóöåëûõ g îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü [ ]1 2cos ( ) 2 ,l l lπ − −  à âñëåäñòâèå ýòî-
ãî è 1 2( , , ;0,0,0).C l l l  Ïðè ýòîì ôîðìóëà (29) ïå-
ðåõîäèò â ïîëó÷åííóþ ðàíåå â [1] ôîðìóëó  (17).

Àñèìïòîòèêè ïðè êîìïëåêñíûõ
çíà÷åíèÿõ  j1,  j2,  j

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (9) è (12) ïîçâîëÿ-
þò äîñòàòî÷íî ëåãêî íàéòè èõ àñèìïòîòèêè äëÿ
áîëüøèõ 1 ,j  2 ,j  j  ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Ñòèðëèíãà äëÿ Ã-ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Äëÿ 1 2( , , ;0,0,0)C j j j  àññèìïòîòèêà âûã-
ëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 2 1 2( , , ;0,0,0) cos ( ) ,
2

j
C j j j j j j

S

π ≈ − + + π  

(30)

1 2, , 1,j j j ?

ãäå

[

]
1 2 1 2

1 4
1 2 1 2

1
( )( )

2

( )( ) .

S j j j j j j

j j j j j j

= + + − + ×

× + − − + +

Àíàëîãè÷íî

1 2 1 2( 1, 1, 1;0,0,0) sin ( ) ,
2

j
C j j j j j j

S

π − − − ≈ − + + π  

(31)

1 2, , 1.j j j ?

Òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (29)

1 2 2 1 2( , , ;1,0,1) cos cos ( )
2

j
C j j j j j j

s

π  ≈ ϕ − + + +  π  

2 1 2sin sin ( ) ,
2

j j j
π  + ϕ − + +   

(32)

ãäå 
2 2 2

1 2
2

1

cos ,
2

j j j

jj

+ −ϕ =    2sinϕ =

1 2 1 2 1 2 1 2

1

( )( )( )( )
.

2

j j j j j j j j j j j j

jj

+ + − + + − − + +
=

Ïåðåõîä îò àñèìïòîòèê â êîìïëåêñíîé j-
ïëîñêîñòè ê àñèìïòîòèêàì ïðè ôèçè÷åñêèõ
çíà÷åíèÿõ ìîìåíòîâ [1, ôîðìóëà (19), (22),
(24)] î÷åâèäåí è íå òðåáóåò êîììåíòàðèåâ. Çà-
ìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (32) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â ôîðìå

1 2 1 2 2( , , ;1,0,1) cos ( ) ,
2

j
C j j j j j j

S

π ≈ − + + − ϕ π  

(33)

1 2, , 1,j j j ?

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåéòè ê ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ôîðìóëàì äëÿ ôèçè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé ìîìåíòîâ [1, ôîðìóëû (31) è (35)].
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Âûâîäû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ èñõîäíûõ áåñêî-
íå÷íûõ ðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîýôôèöèåíòû
Êëåáøà-Ãîðäàíà â êîìïëåêñíîé j-ïëîñêîñòè,
íàéäåíû êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñòîãî âèäà äëÿ ñëó÷àÿ ìàãíèòíûõ êâàíòî-
âûõ ÷èñåë 0 è 1, êîòîðûé èìååò ìåñòî â çàäà-
÷àõ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, îáëà-
äàþùèõ ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ ñôåðû.

Ïðîñòîòà ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷èòü íàäåæíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ â êîìïëåêñíîé j-ïëîñêîñòè è ñðàâ-
íèòü èõ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå äëÿ âå-
ùåñòâåííûõ ôèçè÷åñêèõ çíà÷åíèé óãëîâûõ
ìîìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ìîãóò
íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ
âîëí ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Âàòñîíà.

Õîòÿ ìàãíèòíûå êâàíòîâûå ÷èñëà ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ ðàâíûìè 1 è 0, ýòî îãðàíè÷åíèå íå
ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ ïðåäëîæåííî-
ãî ïîäõîäà.
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On Clebsch-Gordan Coefficients
in Complex j-Plane. II. Complex Values

of an Angular Momentum

A. S. Bryukhovetski, L. A. Pazynin

Sufficiently simple exact expressions are ob-
tained for the Clebsch-Gordan coefficients with
magnetic numbers 0 and 1 for the complex angu-
lar momentum values. On the basis of these ex-
pressions the asymptotics of such coefficients are
calculated for first time. The results are of im-
portance for the analysis of asymptotic behav-
iour of scattered fields in relevant electromag-
netic problems.


