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Â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà ñ çà-

ìåäëÿþùåé ñèñòåìîé â âèäå ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ãðåáåíêè äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïðî-

äîëüíî-ýëåêòðè÷åñêèõ âîëí. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãó-

ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ïðîâåäåíî ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îñîáåííîñ-

òåé. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû ñ óäîáíûì èíòåðôåéñîì, ðàáîòàþùåé â ñðåäå

Windows 9x/NT. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Ïîêàçàíà

âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçîâàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà è âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ òî÷åê äèñïåð-

ñèîííûõ êðèâûõ è ïîëåé ñîáñòâåííûõ âîëí ñ òî÷íîñòüþ äî 10�6 è âûøå. Èçó÷åíî âëèÿíèå òî÷íîñòè

èçãîòîâëåíèÿ íà ñâîéñòâà çàìåäëÿþùåé ñèñòåìû.

Ðîçãëÿíóòî ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ ïðÿìîêóòíîãî õâèëåâîäó ç óïîâ³ëüíþþ÷îþ ñèñòåìîþ

ó âèãëÿä³ äîâ³ëüíî¿ ïðÿìîêóòíî¿ ãðåá³íêè äëÿ ìîíîõðîìàòè÷íèõ ïîçäîâæíüî-åëåêòðè÷íèõ õâèëü

ó ñòðîã³é ô³çè÷í³é ïîñòàíîâö³. Ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèí-

ãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ð³øåííÿ ÿêî¿ ïðîâåäåíî ìåòîäîì äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé.  Àë-

ãîðèòì ðåàë³çîâàíî ó âèãëÿä³ ïðîãðàìè ç³ çðó÷íèì ³íòåðôåéñîì, ÿêà ïîòðåáóº äëÿ ñâîãî âèêîðè-

ñòàííÿ ñåðåäîâèùå Windows 9x/NT. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îäåðæàíèìè ³íøèìè

ìåòîäàìè. Ïîêàçàíî âèñîêó åôåêòèâí³ñòü ðåàë³çîâàíîãî ìåòîäó  òà ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëåííÿ òî-

÷îê äèñïåðñ³éíèõ êðèâèõ òà ïîë³â âëàñíèõ õâèëü ç òî÷í³ñòþ äî 10�6 òà âèùå.  Âèâ÷åíî âïëèâ

òî÷íîñò³ âèãîòîâëåííÿ íà âëàñòèâîñò³ óïîâ³ëüíþþ÷î¿ ñèñòåìè.

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

çàìåäëÿþùèõ ñèñòåì ãðåáåí÷àòîãî òèïà â

âîëíîâîäàõ èíòåíñèâíî èññëåäîâàëàñü â ñå-

ìèäåñÿòûå ãîäû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè

[1-3]. Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ýòîé òå-

ìàòèêå âîçîáíîâèëñÿ è ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò

[4, 5 è äð.], â êîòîðûõ ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå ñòðîèòñÿ íà ñòàäèè ôîðìóëèðîâêè çàäà-

÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé

ïîäõîä: òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû êàê

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ðîäà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì. Çà-

ìåíèâ ýòó ñèñòåìó ýêâèâàëåíòíîé åé ñèñòå-

ìîé ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÑÑÈÓ) ïåðâîãî ðîäà ñ äîïîëíèòåëüíûìè

óñëîâèÿìè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ

ôóíêöèè, ÷åðåç êîòîðóþ òî÷íî âûðàæàþòñÿ

âñå èñêîìûå àìïëèòóäû ïðîñòðàíñòâåííûõ

ãàðìîíèê è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. ÑÑÈÓ

ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, è íà ñòà-

äèè åå ïîëó÷åíèÿ âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ ñòðîãî. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äèñê-

ðåòíûõ îñîáåííîñòåé [6] ñâîäèò çàäà÷ó îòûñ-

êàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ê ðåøå-

íèþ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
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ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèðàâíèâàíèÿ

íóëþ îïðåäåëèòåëÿ îäíîðîäíîé ÑËÀÓ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëîæåí ÷èñ-

ëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ñïåêò-

ðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîäíûõ çàìåäëÿþ-

ùèõ ñèñòåì ñ ðåçîíàòîðàìè ïðÿìîóãîëüíîé

ôîðìû, êîòîðûé îáëàäàåò âûñîêîé ýôôåêòèâ-

íîñòüþ è òî÷íîñòüþ ïðè èññëåäîâàíèè õàðàê-

òåðèñòèê øèðîêîãî êëàññà ýëåêòðîäèíàìè÷åñ-

êèõ ñèñòåì.

Èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå ïîäõîä íå íàëà-

ãàåò îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåðû ðåçîíàòîðîâ è

èõ êîëè÷åñòâî íà ïåðèîäå çàìåäëÿþùåé ñèñ-

òåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü òàê íàçûâàå-

ìûå ìíîãîñòóïåí÷àòûå çàìåäëÿþùèå ñèñòå-

ìû ñ íåñêîëüêèìè ðåçîíàòîðàìè íà ïåðèîäå.

Êàê èçâåñòíî [1], òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò

ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîñòóïåí-

÷àòûìè êàê ïî øèðîêîïîëîñíîñòè, òàê è ïî

ñîïðîòèâëåíèþ ñâÿçè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü

Ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî

âîëíîâîäà ñ øèðèíîé ñòåíêè a âäîëü îñè ÎY è

ñ çàìåäëÿþùåé ñèñòåìîé ãðåáåí÷àòîãî òèïà

áóäåì ðåøàòü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì � âûðà-

çèì õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîé òðåõìåðíîé

ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ÝÑ) ÷åðåç õà-

ðàêòåðèñòèêè ýêâèâàëåíòíîé äâóìåðíîé ÝÑ

(ðèñ. 1), ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé ïëîñêî-

ñòüþ XÎY îäíîðîäíî âäîëü îñè ÎY (ïîëÿ íå

çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû y) è ñîâïàäàåò ñ àíàëî-

ãè÷íûì ñå÷åíèåì ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà.

Íà âòîðîì � ïîëó÷èì ðåøåíèå äâóìåðíîé çà-

äà÷è ïðåäëàãàåìûì â ðàáîòå ìåòîäîì.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ äâóìåðíóþ

çàìåäëÿþùóþ ÝÑ ãðåáåí÷àòîãî òèïà ñ ïåðè-

îäîì L, îãðàíè÷åííóþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùè-

ìè ñòåíêàìè, ñå÷åíèå êîòîðîé îäíîðîäíî

âäîëü îñè ÎY (ðèñ. 1). Ãðåáåíêà ÝÑ èìååò íà

ïåðèîäå 1Q ≥  âçàèìíî íå ïåðåêðûâàþùèõ-

ñÿ ðåçîíàòîðîâ ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ òðîéêîé

ïàðàìåòðîâ { }
1

, , ,
Q

q q q q
a b h

=
 óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

1 10 ;Q Qa b a b L= < < < < <K  0;qh >  1, .q Q=

Ïðîñòðàíñòâî íàä ãðåáåíêîé (0 < x < b)

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ [1].

Ðåçîíàòîðíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ Q-ñòóïåí÷à-

òîé, åñëè íà åå ïåðèîäå ñîäåðæèòñÿ Q ðåçîíà-

òîðîâ. Åñëè ðåçîíàòîðíûå ïîëîñòè ðàçìåùå-

íû ýêâèäèñòàíòíî è îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé

ïî ãëóáèíå, òî ïðîñòðàíñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ

íàçûâàåòñÿ îäíîñòóïåí÷àòûì. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñòóïåí÷àòûì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé, êîòîðûå áóäóò

ñëåäîâàòü íèæå â òåêñòå, îáîçíà÷èì ÷åðåç

Eα, α = {x, y, z}, êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû êîì-

ïîíåíò èñòèííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äîì-

íîæåííûå íà êîíñòàíòó εc, ãäå ε � äèýëåêòðè-

÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà, c � ñêîðîñòü

ñâåòà. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè �   e�iωt.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðîäîëüíûõ ñîáñòâåí-

íûõ âîëí LEn äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-

íèþ Ãåëüìãîëüöà 2 2 2 2 2( ) 0,x z k E∂ ∂ + ∂ ∂ + =
ur

êîìïîíåíòû êîòîðîãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

( , , );xE f x z k=  0;yE =  ( , , ).zE g x z k=

Ôóíêöèè f è g äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-

íåíèÿì Ìàêñâåëëà, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

0Eτ =  íà ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ è çà-

âèñåòü êàê îò êîîðäèíàò x, z, òàê è îò ïàðàìåò-

ðà k  � âîëíîâîãî âåêòîðà. Åäèíñòâåííóþ íåíó-Ðèñ. 1. Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà ÝÑ

O

qq ba

L

qh

b

X

Z
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ëåâóþ êîìïîíåíòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èñïîëüçóÿ

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, âûðàæàåì ÷åðåç f è g:

( ) .yH f z g x ik= ∂ ∂ − ∂ ∂

Ñëåäóÿ [7, ï. 1.4], êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ mnLE -âîëí ïðÿìîóãîëü-

íîãî âîëíîâîäà âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèè f è g,

à êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëåé íàéäåì èç

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

sin( ) ( , , ');x ymE k y f x z k=

cos( ) ( , , ');ym
x ym

k
H k y g x z k

ik
=

0;yE =                 
1

sin( ) ;y ym
f g

H k y
ik z x

∂ ∂ = − ∂ ∂ 

sin( ) ( , , ');z ymE k y g x z k=

cos( ) ( , , ');ym
z ym

k
H k y f x z k

ik
= −

ãäå ,ymk m a= π  k � âîëíîâîé âåêòîð. Ôóíêöèè

( , , )f x z k′  è ( , , )g x z k′  ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

2 2
2

2 2 0
f

k
gx z

  ∂ ∂ ′+ + =  ∂ ∂   

äëÿ äâóìåðíîé ÝÑ, à k′  îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

âîëíîâîé âåêòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 2 2 ,ymk k k′ = − (1)

ò. å. f è g ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ  ñîáñòâåííûõ nLE -âîëí äâó-

ìåðíîé ÝÑ.

Ñîìíîæèòåëè â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé â êîìïîíåíòàõ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

îáåñïå÷èâàþò óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûõ óñ-

ëîâèé íà ïîâåðõíîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-

êîñòè XOZ.

Ïîñêîëüêó òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ

ñòåíêàõ ÝÑ ðàâíà íóëþ, êîìïîíåíòû ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è äîëæíû óäîâ-

ëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì:

( , ) ( , ) 0,x q x qE x a E x b= =  0,qh x− ≤ <  1, ,q Q=

( ), 0,zE b z =         [ ]0, ;z L∈ (2)

( )0, 0,zE z =         [ ]0, \ ;Lz L C∈

ãäå        
1

, .
Q

L q q
q

C a b
=

 =  U

Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

Ìàéêñíåðà íà ðåáðàõ

2 2
d ,

D

E H + σ < ∞  ∫
ur uur

ãäå D � ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü âíóòðè

ñå÷åíèÿ ÝÑ ïëîñêîñòüþ XOZ.

2. Ïðåäñòàâëåíèå êîìïîíåíò

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â

ïðîñòðàíñòâå âçàèìîäåéñòâèÿ

Äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è îãðàíè÷èìñÿ òàê

íàçûâàåìûì �êðèòè÷åñêèì� ñëó÷àåì, êîãäà

âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè OZ è âîë-

íîâîå ÷èñëî âäîëü îñè OY ðàâíî íóëþ. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ôëîêå ÷àñòíîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

2 2
2

2 2 0y y
y

H H
k H

x z

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
(3)
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äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïàðàëëåëüíî

îñè OZ, èùåì â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí [1]

0
0( , ) ( , ) ,zik z

y yH x z H x z e= (4)

ãäå ôóíêöèÿ Hy0 ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì L ïî

êîîðäèíàòå z, à kz0 � íàáåã ôàçû íà ïåðèîäå

ÝÑ. Ó÷èòûâàÿ (4) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) íà

ñòåíêå âîëíîâîäà ïðè x = b, ðåøåíèå (3) ïðåä-

ñòàâèì â âèäå:

ch( ( ))
( , ) ,

sh( )
znik zn

y n
n n

b x
H x z c e

b

∞

=−∞

γ −=
γ∑ (5)

ãäå 0 ;zn z Lk k k n= +  2 2 2;n znk kγ = −  2 ,Lk L= π

znk  � âîëíîâîå ÷èñëî n-é ïðîñòðàíñòâåííîé

ãàðìîíèêè, 0zk  � âîëíîâîå ÷èñëî íóëåâîé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ãàðìîíèêè è nc  � ïîäëåæàùèå

îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû.

Êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èñïîëü-

çóÿ (5), íàõîäèì èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

sh( ( ))
( , ) ,

sh( )
znik zn

z n
n n

b x
E x z c e

b

∞

=−∞

γ −=
γ∑ %

(6)

ch( ( ))
( , ) ,

sh( )
znik zn n

x n
n n

k b x
E x z i c e

b

∞

=−∞

γ −=
γ∑ %

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

.n n n
i

c c
k

= − γ% (7)

3. Ïðåäñòàâëåíèå êîìïîíåíò

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ  â ðåçîíàòîðå

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) íà ñòåí-

êàõ ðåçîíàòîðîâ ( ,qz a=  ,qz b=  qx h= − ), áó-

äåì èñêàòü ðåøåíèå (3) â ðåçîíàòîðå ñ íîìå-

ðîì q â âèäå

( )
( ) ( )

( )
0

ch( ( ))
( , ) cos ( );

sh( )

q
q qn

yq n n qq
n n

x h
H x z c k z a

h

∞

=

γ += −
γ∑

(8)

[ ]( , ), 0, ,q qz a b x h∈ ∈ −

ãäå ( ) 2 ( ) 2 2( ) ( ) ,q q
n nk kγ = −  

( ) ,q
n

q

k n
L

π=

,q q qL b a= −  1, ;q Q=  à  ( )q
nc   � ïîäëåæàùèå

îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû.

Êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðåçî-

íàòîðå, èñïîëüçóÿ (8), íàõîäèì èç óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà:

( )
( ) ( )

( )
0

sh( ( ))
( , ) cos ( ),

sh( )

q
q qn

zq n n qq
n n

x h
E x z c k z a

h

∞

=

γ += −
γ∑ %

(9)

( , )xqE x z =

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
0

ch( ( ))
sin ( ),

sh( )

q q
q qn n

n n qq q
n n n

k x h
c k z a

h

∞

=

γ += −
γ γ∑ %

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

( ) ( ) ( ) .q q q
n n n

i
c c

k
= γ% (10)

4. Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê â ðàáîòàõ [8, 9],

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåèçâåñòíóþ ôóíê-

öèþ F(z), ðàâíóþ êîìïîíåíòå Ez  â ïðî-

ñòðàíñòâå âçàèìîäåéñòâèÿ (6) ïðè x = 0

( )[0, ] ,z L∈
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0
( ) ( , ) znik z

z nx
n

F z E x z c e
∞

=
=−∞

= = =∑ %

0 ,z Lik z ik nz
n

n

e c e
∞

=−∞
= ∑ % (11)

÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàþòñÿ èñêîìûå êîýôôè-

öèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå âçà-

èìîäåéñòâèÿ

( ) ( )0 0

0 0

1 1
d d .z zL

L L
-ik -ik-ik n

nc e e F F e
L L

ζ ζζ  = ζ ζ = ζ ζ ∫ ∫%

Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ïðè x = 0,

F(z) = 0 ïðè [0, ] \ Lz L C∈  îêîí÷àòåëüíî èìååì

( )
1

1
d ,

q

zn

q

bQ
ik

n
q a

c F e
L

− ζ

=
= ζ ζ∑ ∫%         .n Z∈

Èñïîëüçóÿ (5), (7), âûðàçèì êîìïîíåíòó

yH  ïðè x = 0 ÷åðåç ââåäåííóþ â (11) ôóíê-

öèþ ( ) :F z

( ) ( ) ( )
1

0, , d ,
q

q

bQ

y
q a

H z ik G z F
=

= ζ ζ ζ∑ ∫      ,Lz C∈

(12)

ãäå

( )1 1
( , ) cth( ) ,znik z

n
n n

G z b e
L

∞
−ζ

=−∞
ζ = γ

γ∑    , .Lz Cζ ∈

(13)

Ââåäåì òàêæå íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíê-

öèè ( ),qF z  êîòîðûå ïðè ,q qa z b< <  1,q Q=

ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòîé zqE  (9)  ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

( ) ( )

0
0

( ) ( , ) cos ( ),q q
q zq n n qx

n

F z E x z c k z a
∞

=
=

= = −∑ %

è ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ èñêîìûå êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèé ïîëåé â ðåçîíàòîðàõ:

( )

( )

1
( )d , 0;

2
( )cos ( )d , 0.

q

q

q

q

b

q
aq

n b
q

q n q
a

F n
L

c

F k a n
L


 ζ ζ =
= 


ζ ζ − ζ >


∫

∫
%

Èñïîëüçóÿ (8) è (10), çàïèøåì êîìïîíåíòó

yqH  â q-òîì ðåçîíàòîðå ïðè x = 0 ÷åðåç ââå-

äåííóþ ôóíêöèþ :qF

( ) ( ) ( )0, , d ,
q

q

b

yq q

a

H z ik G z F= − ζ ζ ζ∫
(14)

( , ),q qz a b∈    1, ,q Q=

ãäå

( )
( )

1

1 2 1
( , ) ctg( ) cth( )q

q q n qq
nq q n

G z q kh h
kL L

∞

=
= − + γ ×

γ∑
( ) ( )cos ( )cos ( ).q q
n q n qk z a k a× − ζ − (15)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ â ðàñêðûâå ðåçîíàòîðà

èìååì

( ) ( ),qF z F z=     [ , ],q qz a b∈      1, .q Q=

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòû

yH  â ïðîñòðàíñòâå âçàèìîäåéñòâèÿ (12) è â
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êàæäîì ðåçîíàòîðå (14) íà èõ îáùåé ãðàíèöå

ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

( ) ( )
1

, d 0,
q

q

bQ

pq
q a

G z F
=

ζ ζ ζ =∑ ∫
(16)

( , ),p pz a b∈     1, ,p Q=

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

( , ) ( , ) ( , ),pq pq pG z G z G zζ = ζ + δ ζ
(17)

, ,q qz a b ∈             ( , ).q qa bζ ∈

Çäåñü pqδ  � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

( , )
( , ) ,

G z
M z

z

∂ ζζ =
∂

( , )
( , ) ,p

q

G z
M z

z

∂ ζ
ζ =

∂
(18)

( , )
( , ) .pq

pq

G z
M z

z

∂ ζ
ζ =

∂

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (16) ýê-

âèâàëåíòíà ÑÑÈÓ, ïîëó÷åííîé èç (16) äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì ïî z ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëî-

âèåì, êîòîðîå ïðèâåäåíî íèæå. Ïîñëå äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ (16) ïî z ïîëó÷èì ÑÑÈÓ â ñëå-

äóþùåì âèäå:

( ) ( )
1

, d 0,
q

q

bQ

pq
q a

M z F
=

ζ ζ ζ =∑ ∫
(19)

( , ),p pz a b∈         1, ,p Q=

ãäå, êàê ñëåäóåò èç (17) è (18),

( , ) ( , ) ( , ),pq pq pM z M z M zζ = ζ + δ ζ  ( , ),q qa bζ ∈

( , )p pz a b∈

è ñîãëàñíî (13) è (15)

0( ) 0
0

0

( )1
( , ) ctg cth( )

2
zik z zL kk z

M z e i b
L

−ζ −ζζ = − + γ + γ

( )cth( ) ,Lik z nzn
n

n

nk
i b e

n
−ζ   ′+ γ −  γ   

Σ

, ,p pz a b ∈    , ,q qa b ζ ∈ 

1
( , ) ctg ( ) ctg

2 2 2p
p p p

M z z
L L L

 π πζ = − ζ + ×


( )
( )

( )
1

( 2 ) 4 cth( ) 1
p

pn
p n pp

n n

k
z a h

∞

=

 
× + ζ − + γ − × γ 

∑

}( ) ( )sin ( ) cos ( ) ,p p
n p n pk z a k a× − ζ −

ãäå ÷åðåç ′Σ  îáîçíà÷åíà ñóììà ïî ,n = −∞ ∞K

èñêëþ÷àÿ 0.n =
Ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àåò-

ñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (16) ïî z:

1

( ) ( )d 0,
q

q

bQ

pq
q a

K F
=

ζ ζ ζ =∑ ∫        1, ,p Q= (20)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

1
( ) ctg( )pq pq pK kh

k
ζ = −δ −

( ) ( )1
cth( ) .zn p zn pik b ik a

n
n zn n

i
b e e

L k

∞
−ζ −ζ

=−∞

 − γ − γ∑
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5. Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà

ñòàíäàðòíîì èíòåðâàëå (�1, 1)

Ââåäåì îòîáðàæåíèÿ

: ( 1, 1) ( , ) : , ,q q qg a b t z− → τ ζa a

ãäå

( ) ,
2 2

q q p q
q

b a b a
z g t t

− +
= = + ( ),qgζ = τ

[ ]1, 1 ,t ∈ −           [ ]1, 1τ∈ −

è, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì íà ðåáðå, âìåñòî

( )F ζ  ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ãëàäêóþ

ôóíêöèþ v, îïðåäåëÿåìóþ íà êàæäîì èç èí-

òåðâàëîâ ( , )q qa b  ïî ïðàâèëó

( )
2 ( )( )

( ) ,
( )

q q

q q

a b
v F

b a

ζ − − ζ
ζ = ζ

−

 , ,q qa b ζ ∈        1, ,q Q=

èëè

( )( ) ( )( )21 ,q qv g F gτ = − τ τ

[ ]1, 1 ,τ∈ −           1, .q Q=

Ïîñëå äîìíîæåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (19)

íà 4, à ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (20)

íà 22 Lk  è î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

ÑÑÈÓ â âèäå:

( ) ( )( ) ( )( )
[ ]

( )( ) ( )( )

1

2
1 1

1

2
1 1

d
, 0,

1

1, ,1,1 ;

d
0,

1

Q

pq p q q
q

Q

pq q q
q

t
M g g t v g t

t

p Q

t
K g t v g t

t

= −

= −


τ = 

− 
 =τ∈ − 

= − 

∑∫

∑∫

%

%

(21)

ãäå

( , ) ( , ) ( , ),pq pq pM z M z M zζ = ζ + δ ζ% % %

0 ( ) ( )
( , ) 2 ctg

2
zik z L

q
k z

M z L e −ζ − ζζ = − +
%

]0 0cth( ) ( ( )) ,b K Lir iS k z+ γ + − ζ

( , ) ctg ( )
2

q
p

p p

L
M z z

L L

 πζ = − − ζ +


%

( )( )ctg ( 2 ) 4 ,
2

p
p Q

p

z a S z
L

π+ + ζ − + ζ 


è

( ) ( )cth ;i nzn
K n

n

nk
S b e

n
ϕ ′ϕ = γ − γ 

Σ

( );Lk zϕ = − ζ

( ) ( )
( )

( )
( )( )

1

, cth 1
p

p pn
Q n pp

n n

k
S z h

∞

=

 
ζ = γ − × 

γ  
∑

( ) ( ) ( ) ( )sin cos .p p
n p n pk z a k a× − ζ −

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

,
L

k L

k
χ = =

λ              
0 ,z

z
L

k

k
χ =

,Lz k z=% (22)

( ),q q
q

z z a
L

π= − %% %
%           .q L qL k L=%
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Òîãäà ÿäðà ÑÑÈÓ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

( ) ( )
0 0, ctg cth( )

2
zi zqL z

M z e ir b
χ −ζ  − ζζ = − + γ +π 

%%
% %%%

( ) ,KiS z + − ζ 
%%

( , ) ctg ctg
2 2

q p p p p
p

p

L z z
M z

L

 − ζ + ζ
ζ = − + +



% %% % %
%

%

( )( )4 , ,q
Q p pS z + ζ 

%%

ãäå

( ) ( )cth ,i n
K n n

n
S r b e

n
ϕ ′ϕ = γ − 

 
Σ %%

(23)

;zϕ = − ζ%% %

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

, cth 1p p p
Q n n p

n

S z s h
∞

=

 ζ = γ − ×  ∑%%

( ) ( )sin cos ;p pz n n× ζ%% (24)

( ) ( )
1/ 222sign 1 ;n z zr n n

−
 = χ + − χ χ + 

( ) ( )
1/ 22

1 .p
n ps L n

−
 = − χ π  

%

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿäðà ñèñòåìû äîïîë-

íèòåëüíûõ óñëîâèé áóäóò èìåòü âèä

( ) ( ) ( )ctg( ) ,
2

q q p
pq pq p A

L L
K h i Sζ = −δ χ − ζ

χ π

% %
%%

ãäå

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cth ,zn p zn pik b ik ap

A n n
n

S w b e e
∞

−ζ −ζ

=−∞

 ζ = γ − ∑

(25)

( ) ( )( )
11/ 2221 .n z z zw n n n

−
 = χ + χ + − χ χ +  

6. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ÝÑ

Äèñêðåòèçàöèÿ ÑÑÈÓ ñ äîïîëíèòåëüíû-

ìè óñëîâèÿìè (21) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìåòîäó

äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë èíòåðïîëÿöèîííîãî

òèïà äëÿ íåñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ èí-

òåãðàëîâ [6, 10].

Îáîçíà÷èì íóëè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåð-

âîãî ðîäà ( )nT t  ÷åðåç 
( ) :n
jt

( ) ( )cos 2 1 ,
2

n
jt j

n

π = −  
         1, ;j n=

íóëè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

( )nU τ � ÷åðåç ( ):n
iτ

( ) cos ,n
i i

n

π τ =   
          1, 1.i n= −

Âûáèðàÿ äëÿ çàìåíû èíòåãðàëîâ â (21)

êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ qN  óçëàìè

( 1, ),q Q=  äèñêðåòíûé àíàëîã ÑÑÈÓ ñ äî-

ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæíî çàïèñàòü

â òàêîì âèäå:
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Çäåñü èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ íó-

ìåðàöèÿ óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ( 1, )j N=  è

óðàâíåíèé ( 1, ) :i N=

( )
1

1

,
q

q r q
r

j j j N j
−

=
= = +∑  1, ,q qj N=  1, ;q Q=

1

1

1

1

( ) , 1, 1;

1, .

( )

p

p r p p p
r

p

p r
r

i i N i i N

i p Q

i i N

−

=
−

=

 
= + = − 

 = = 
 =  

∑

∑

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ñîäåðæàò äîñòàòî÷íî

ìåäëåííî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû (23)-(25) (÷ëåíû

óáûâàþò ïðîïîðöèîíàëüíî 
2n−
). Äëÿ óñêîðå-

íèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ äî ïîðÿäêà 
3n−

 ïðèìå-

íÿëàñü ñòàíäàðòíàÿ ìåòîäèêà [11].

Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èññëåäóåìîé

ÝÑ ( )zχ χ  íàõîäÿòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì äåòåð-

ìèíàíòà ÑËÀÓ (26) íóëþ det ( , ) 0,zA χ χ =  ïîñ-

ëå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ÑËÀÓ è äàëåå ïîëÿ ñîáñòâåííûõ âîëí.

Ïî ïîñòðîåííîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñ-

êîé ìîäåëè ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-

ìåíò, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî îïèñàíû â ïîñëå-

äóþùèõ ðàçäåëàõ.

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1
1 1

1 1
1 1

, 0, 1, 1;

1, .

0

q
p q q

p p q q q q

q

q
q q

q q q q

q

NQ
N N N

pq p q q p pN i N j N j
q jq

NQ
N N

pq q qN j N j
q jq

M g g t v g t i N
N

p Q

K g t v g t
N

− + − + −
= =

+ − + −
= =

π    τ = = −        
=

π     =        

∑ ∑

∑ ∑

%

%

Ïîëó÷åííóþ îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ ïîðÿäêà 
1

Q

q
q

N N
=

= ∑  çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå

                     0,Av= (26)

ãäå ( )ijA a=  ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )( )

1

1
1

1

, , 1, 1, 1, ;

, , 1, ; 1, , 1, .

p q

p q q

q

q q

q

q q

N N

ij pq p q p pi N j
q

p
N

ij pq q r q qN j
rq

N

j q N j

a M g g t i N p Q
N

a K g t i p N p Q j N q Q
N

v v g t

+ −

+ −
=

+ −

π  = τ = − =    
π  = = = = =   
  =    

∑

%

%
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7. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â

âèäå ïðîãðàììû (àâòîìàòèçèðîâàííîãî ðàáî-

÷åãî ìåñòà èññëåäîâàòåëÿ), ðàáîòàþùåé â ñðå-

äå Windows 9x/NT, ñ óäîáíûì èíòåðôåéñîì,

êîòîðûé ïðåäëàãàåò ñðåäñòâà äëÿ ââîäà íà÷àëü-

íûõ äàííûõ, óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðàñ÷åòà è

àíàëèçà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîãðàììà

ñîõðàíÿåò ïàðàìåòðû èññëåäóåìûõ ÝÑ è ïî-

ëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â áàçå äàí-

íûõ, ïîçâîëÿÿ íàêàïëèâàòü è àíàëèçèðîâàòü èõ.

Ñòðóêòóðà ïðîãðàììû äîïóñêàåò ôóíêöèî-

íàëüíîå ðàñøèðåíèå êàê ïîñðåäñòâîì äîáàâ-

ëåíèÿ íîâûõ ôóíêöèé äëÿ îáðàáîòêè è àíàëè-

çà ðàññìîòðåííîé ÝÑ, òàê è ïóòåì äîáàâëåíèÿ

íîâûõ ìîäóëåé äëÿ ðàñ÷åòà ÝÑ ñ äðóãîé ãåî-

ìåòðèåé èëè ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ ìåòîäîâ

è àëãîðèòìîâ.

Ïðîâåäåíî òùàòåëüíîå òåñòèðîâàíèå ðàç-

ðàáîòàííîé ïðîãðàììû è ñðàâíåíèå ñ ðåçóëü-

òàòàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû äðóãèìè ìåòîäàìè.

Âåðèôèêàöèÿ àëãîðèòìà. Ïðîâåðêà äîñ-

òîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà

äàííûõ âûïîëíÿëàñü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñðàâ-

íåíèåì ñ ðàíåå îïóáëèêîâàííûìè ðåçóëüòàòà-

ìè ðàñ÷åòà çàìåäëÿþùèõ ñèñòåì ñ ãðåáåíêîé

è ïðîâåðêîé ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû

äëÿ èíâàðèàíòíûõ ÝÑ.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïóáëèêóåìûå äàííûå

îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ â âèäå ãðàôèêîâ, ïåðâûé

ñïîñîá ïîçâîëèë óáåäèòüñÿ â ñîâïàäåíèè òîëü-

êî ïåðâûõ äâóõ-òðåõ çíàêîâ ìàíòèññû ñ èçâå-

ñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè

äàííûìè (âûïîëíåíî ñðàâíåíèå äèñïåðñèîí-

íûõ êðèâûõ äëÿ îäíî- è äâóõñòóïåí÷àòûõ ÝÑ,

ñ ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [1]).

Âòîðîé ñïîñîá ïîçâîëèë îöåíèòü ïîòåí-

öèàëüíûå âîçìîæíîñòè ðåàëèçîâàííîãî àë-

ãîðèòìà.

Îøèáêè äèñêðåòèçàöèè ÑÑÈÓ. Ïîãðåø-

íîñòü çàìåíû ÑÑÈÓ åå äèñêðåòíûì àíàëîãîì

ÑËÀÓ â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîñòüþ

âûáèðàåìûõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà ìàòðèöû ÑËÀÓ

(N) è êîëè÷åñòâà ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ â ðÿäàõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ( ).sN  Ñõîäèìîñòü ðåçóëü-

òàòîâ ðàñ÷åòà ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó ïðè óâå-

ëè÷åíèè N è sN  ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëî-

âèåì äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ,

îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìóþ òî÷íîñòü, îïðå-

äåëÿþò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà è åãî óñòîé-

÷èâîñòü ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è îï-

ðåäåëåíèÿ ïîâåäåíèÿ ïîãðåøíîñòè äèñêðåòè-

çàöèè èñïîëüçîâàëèñü íåñêîëüêî ÝÑ. Â êà÷å-

ñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ ÝÑ ñî

ñëåäóþùèìè íîðìèðîâàííûìè íà ïåðèîä ïà-

ðàìåòðàìè:

1.5;b =     1 0.5;b =      2.0h = (27)

(â äàëüíåéøåì ýòà ÝÑ áóäåò óïîìèíàòüñÿ

êàê ÝñÀ).

Ïðè âû÷èñëåíèè êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâ-

íåíèÿ â ÝñÀ ïðè 0.2zχ =  ñ òî÷íîñòüþ 10�7 çàâè-

ñèìîñòü ïîãðåøíîñòè äèñêðåòèçàöèè (òî÷íîñ-

òè ïîëó÷àåìîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ) îò ïîðÿäêà

ìàòðèöû ( )2 20N = K  äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ

íèçøèõ nLE -âîëí ïðèáëèæåííî âûðàæàëàñü

ñëåäóþùåé ôóíêöèåé: (20 ) 6( ) 10 ,NN − +δ ≈  ïðè-

÷åì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîðíåé äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ âîëí îòëè÷àëàñü ìåíåå

÷åì íà ïîðÿäîê. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîãðåøíîñ-

òè äèñêðåòèçàöèè çà ñ÷åò îøèáîê âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé ðÿäîâ â ýëåìåíòàõ ìàòðèöû êîëè÷å-

ñòâî ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ âûáèðàëîñü äîñòà-

òî÷íî áîëüøèì ( )30 .sN =
Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ

èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè äèñ-

êðåòèçàöèè îò êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â ðÿäàõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû ÑËÀÓ; â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

íàáëþäàåòñÿ áûñòðîå óìåíüøåíèå ïîãðåøíî-

ñòè ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ó÷èòûâàåìûõ

÷ëåíîâ ðÿäà.

Îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

( )mN δ  è ( ),sN δ  îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìóþ

òî÷íîñòü ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ ÝÑ,

ïîëó÷èòü çàòðóäíèòåëüíî, îäíàêî ðàñ÷åòû ïî-

êàçàëè, ÷òî òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â

ðÿäàõ è ïîðÿäîê ìàòðèöû â îñíîâíîì çàâèñÿò

îò êîëè÷åñòâà ðåçîíàòîðîâ íà ïåðèîäå ÝÑ.

Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ( )mN δ
è ( )sN δ  íà íåêîòîðîì �ñðåäíåì� íàáîðå ïàðà-

ìåòðîâ ÝÑ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñ íèìè âû÷èñ-
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ëåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íîãî øèðîêîãî äèàïàçîíà

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ áåç óõóäøåíèÿ òî÷íîñ-

òè ðåçóëüòàòîâ.

Ïðÿìîå íàõîæäåíèå êîðíåé äåòåðìèíàíòà

ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè,

ïîñêîëüêó äàæå ïðè ëîêàëèçàöèè êîðíÿ â èí-

òåðâàëå äëèíîé 5 810 10− −÷  ïðè áîëüøèõ ïî-

ðÿäêàõ ìàòðèöû ÑËÀÓ ìîäóëü çíà÷åíèÿ äå-

òåðìèíàíòà íà ýòîì èíòåðâàëå ìîæåò ïðåâû-

øàòü 5 810 10 .÷  Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è èñïîëü-

çîâàëñÿ óñòàíîâëåííûé ïîñðåäñòâîì ÷èñëåí-

íîãî ýêñïåðèìåíòà ôàêò, ÷òî ïðè ââåäåííîé

íîðìèðîâêå èñõîäíîé ÑÑÈÓ çíà÷åíèÿ äåòåð-

ìèíàíòà âåùåñòâåííû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû êîìïëåêñíîçíà÷íû (ýòîò ôàêò

ïðîâåðÿåòñÿ ïðè êàæäîì âû÷èñëåíèè îïðåäå-

ëèòåëÿ ìàòðèöû). Ïîýòîìó âìåñòî íàõîæäåíèÿ

íóëÿ äåòåðìèíàíòà èñïîëüçîâàëàñü ëîêàëèçà-

öèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ èíòåðâàëà ñìåíû

çíàêà åãî âåùåñòâåííîé ÷àñòè. Ïðè òàêîì àë-

ãîðèòìå ïîèñêà êîðíåé ïîÿâëÿþòñÿ ëîæíûå

�êîðíè�, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ó äèñïåðñèîí-

íîé êðèâîé îñîáåííîñòåé òèïà âåùåñòâåííî-

ãî ïîëþñà. Ëèøíèå êîðíè îòñåèâàëèñü ïîñðåä-

ñòâîì èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ äåòåðìèíàíòà

âáëèçè ñìåíû åãî çíàêà.

Òåñòèðîâàíèå ïåðèîäè÷íîñòè è ñèììåò-

ðèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Äèñïåðñèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ )( zχχ  äëÿ ÝñÀ ïðîâåðÿëèñü íà

ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè è

ñèììåòðèè [1]:

( ) ( )

( ) ( )
z z

z z

n

n

χ χ = χ χ + 
χ χ = χ − χ 

    0,zχ >     .n N∈ (28)

Ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé

ïîðÿäêà êâàäðàòóðû äëÿ äèñêðåòèçàöèè

ÑÑÈÓ è êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â ðÿäàõ ÿäåð ýòè

ñîîòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ îïðåäå-

ëèòåëÿ âïëîòü äî çíà÷åíèé 10zχ =  (è áîëåå)

äëÿ íåñêîëüêèõ íèçøèõ ñîáñòâåííûõ âîëí.

Ïîãðåøíîñòü äèñêðåòèçàöèè è ïîãðåøíîñòü

îïðåäåëåíèÿ êîðíÿ ïðè ýòèõ âû÷èñëåíèÿõ

áûëà ìåíåå 10�7.

Òåñòèðîâàíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ

äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ è ïîëåé íà ýêâèâà-

ëåíòíûõ ÝÑ. Ðàññìîòðèì ÝÑ ñ îäíèì ðåçî-

íàòîðîì íà ïåðèîäå L ( )1 1 2b a L− =  ðàçëè÷-

íûìè ñïîñîáàìè:

1) âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîãî ïåðèîäà

ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ÝÑ,

2) âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîãî ïåðèîäà

äâîéíîé ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ÝÑ.

Â ïåðâîì âàðèàíòå ÝÑ èìååò îäèí ðåçîíà-

òîð íà ïåðèîäå L ñ íîðìèðîâàííûìè ïàðà-

ìåòðàìè:

,b b L=          ,h h L=         1 0,a =

1 1 ,b b L=                1 1 0.5.L L L= =

Â äàëüíåéøåì ýòó ýëåêòðîäèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ýñ1 è åå ïà-

ðàìåòðû îòìå÷àòü èíäåêñîì 1.

Âî âòîðîì âàðèàíòå ÝÑ èìååò äâà èäåíòè÷-

íûõ ðåçîíàòîðà íà ïåðèîäå 2L, îäèí èç êîòîðûõ

ïëîñêîïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñìåùåí îòíîñè-

òåëüíî äðóãîãî íà ðàññòîÿíèå L âäîëü îñè z.

Íîðìèðîâàííûå ïàðàìåòðû ýòîé ÝÑ  ñëåäóþùèå:

( )2(2) 0.5 ,b b L b= =      ( )2(2) (2)
1 2 0.5 ,h h h L h= = =

(2)
1 0,a =                      ( )2(2)

2 0.5,a L L= =

(29)

( )2(2)
1 1 0.5 ,b b L b= =   (2) (2) (2)

2 2 1 10.5 0.5 ,b a b b= + = +

(2)
1 0.25,L =               (2)

2 0.25,L =

Â äàëüíåéøåì ýòó ýëåêòðîäèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ýñ2 è åå ïà-

ðàìåòðû îòìå÷àòü èíäåêñîì 2.

Ïóñòü â ÝÑ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå äèñïåðñèîííîé êðèâîé

0( , ),zk k  è ïîñêîëüêó Ýñ1 è Ýñ2 � ôàêòè÷åñ-
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êè îäíà è òà æå ÝÑ, òî 
(1) (2)k k k= =  è

(1) (2)
0 0 0 ,z z zk k k= =  òàê ÷òî íàáåã ôàçû íà ïåðè-

îäå â ñèñòåìå Ýñ1 ðàâåí 0 ,zk L  à â ñèñòåìå

Ýñ2 � 02 .zk L  Ïåðåéäåì ê íîðìèðîâàííûì

âîëíîâûì ïàðàìåòðàì (22):

(1) (2),L Lk k k k=
(2)

(1) (2) (2)1 1
,

2 2 2

L
kχ = = χ

π

(1) (2)
0 0 ,L z L zk k k k=  

(2)
(1) (2) (2)

0
1 1

.
2 2 2z z z

L
kχ = = χ

π

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó

òî÷êàìè íîðìèðîâàííûõ äèñïåðñèîííûõ êðè-

âûõ Ýñ1 è Ýñ2 ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

(2) (2) (1) (1)( ) 2 (2 ).z zχ χ = χ χ (30)

Áîëåå òîãî, åñëè ïðè ðàñ÷åòå íà ðàñêðûâå

êàæäîãî ðåçîíàòîðà â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

âûáðàíî îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî óçëîâ, òî

íîðìèðîâàííûå (íàïðèìåð, íà ìàêñèìàëüíîå

ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå) âåëè÷èíû êîìïîíåíò

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-

êàõ äîëæíû ñîâïàäàòü.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ôàêòîâ íàðÿäó ñ ÝñÀ

(Ýñ1), ïàðàìåòðû êîòîðîé áûëè óêàçàíû âûøå

(ñì. (27)), â ñîîòâåòñòâèè ñ (29) âûáðàíà ýêâè-

âàëåíòíàÿ åé ÝÑ � ÝñÁ (Ýñ2) ñî ñëåäóþùèìè

íîðìèðîâàííûìè íà ïåðèîä 2L ïàðàìåòðàìè:

(2)
0.75,b =     (2)

1 0,a =     (2)
1 0.25,b =    (2)

1 1.0,h =

(31)

(2)
2 0,a =             

(2)
2 0.25,b =          (2)

2 1.0.h =

Ïîñêîëüêó àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÝÑ ñ îäíèì è

äâóìÿ ðåçîíàòîðàìè íà ïåðèîäå èìååò ñóùå-

ñòâåííûå îòëè÷èÿ, ïðîâåðêà èçëîæåííûõ âûøå

ôàêòîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàäåæíûì òåñòîì

íà ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà è ôóíêöèîíèðî-

âàíèÿ ïðîãðàììû.

Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ÝñÀ ñ 20 óçëàìè íà èí-

òåðâàëå 1 2[ , ]a b  è ñ òàêèì æå êîëè÷åñòâîì óç-

ëîâ äëÿ ÝñÁ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [ , ],q qa b
q = 1, 2,  ïîêàçàëè, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê äèñ-

ïåðñèîííûõ êðèâûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèþ (30) ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé (â

äàííîì ïðèìåðå 10�6), à òî÷íîñòü îïðåäåëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íà ïîðÿäîê õóæå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ñèììåòðèè ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ êàæäîé ïîëîñòè  îòíî-

ñèòåëüíî åå öåíòðà âûïîëíÿåòñÿ ñ ñóùåñòâåí-

íî áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà áûëà ïðîâåäåíà äëÿ

àìïëèòóä ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê â ÝñÀ

è ÝñÁ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî àìïëèòóäû íå÷åò-

íûõ ãàðìîíèê ÝñÁ ðàâíû íóëþ ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ êîðíåé äèñïåð-

ñèîííîãî óðàâíåíèÿ [1], ñîîòâåòñòâóþùèå

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé äëÿ ÝñÀ è ÝñÁ

ñîâïàäàþò ñ ïîãðåøíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ (ò. å. 10�5).

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîëåé âíå ãðàíèöû

ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ è ðåçî-

íàòîðàìè, çà èñêëþ÷åíèåì óçêîé îáëàñòè, ïðè-

ìûêàþùåé ê ýòîé ãðàíèöå, ñîîòâåòñòâóåò òî÷-

íîñòè âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îä-

íîðîäíîé ÑËÀÓ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñ âûñîêîé

òî÷íîñòüþ ïîëåé íà ñàìîé ãðàíèöå (â òî÷êàõ,

îòëè÷íûõ îò óçëîâ êâàäðàòóð) è âáëèçè íåå

(ïðèìåðíî íà ðàññòîÿíèè 3 210 10b b− −÷ ) íåîá-

õîäèìî èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿíòû, ïîñêîëü-

êó ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ ïðè ðàçóìíûõ ïîðÿäêàõ ÑËÀÓ íå

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîñòü ëó÷øå
2 310 10− −÷  âñëåäñòâèå ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ

àìïëèòóä ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê ïðè

âîçðàñòàíèè èõ íîìåðà.

Ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà. Â ðàìêàõ

äàííîé ðàáîòû ïðîâåäåí îáøèðíûé ÷èñëåí-

íûé àíàëèç õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ îäíî- è

ìíîãîñòóïåí÷àòûõ çàìåäëÿþùèõ ñèñòåì. Íå-

êîòîðûå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû äèñïåðñèîííûå êðè-

âûå ïåðâûõ äåâÿòè ñîáñòâåííûõ nLE -âîëí

äëÿ ÝñÀ (27). Êðèâûå ïðèâåäåíû òîëüêî äëÿ

[0,0.5],χ∈  ïîñêîëüêó äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷å-

íèé îíè ïîëó÷àþòñÿ èç  ñîîòíîøåíèé ñèì-

ìåòðèè è ïåðèîäè÷íîñòè (28). Äëÿ ïðÿìîó-

ãîëüíîãî âîëíîâîäà äèñïåðñèîííûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðèâåäåí-
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íûõ íà ðèñ. 2, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1).

Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê

îò âûñîòû ðåçîíàòîðà äëÿ íèçøåé ñîáñòâåí-

íîé âîëíû 0LE  ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ïðèìåð çàâèñèìîñòè

ìîäóëÿ êîìïîíåíòû zE  îò z â ïðîñòðàíñòâå

âçàèìîäåéñòâèÿ íà îäíîì ïåðèîäå ÝñÁ (31)

äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé �ïðèöåëüíîãî� ðàññòî-

ÿíèÿ � ðàññòîÿíèÿ îò ïëîñêîñòè x = 0. Ïî-

ñêîëüêó ýòà ÝÑ ýêâèâàëåíòíà ÝñÀ è îòëè÷à-

åòñÿ îò íåå òîëüêî ðàñ÷åòíûì ïåðèîäîì, ýòî

ðàñïðåäåëåíèå òàêæå îïèñûâàåò ïîëå è â ÝñÀ,

íî íà äâóõ åå ïåðèîäàõ. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà

ýòà æå çàâèñèìîñòü, íî äëÿ ÝÑ, êîòîðàÿ îòëè-

÷àåòñÿ îò ÝñÁ âûñîòîé îäíîãî èç ðåçîíàòî-

ðîâ: âûñîòà ïåðâîãî ðåçîíàòîðà óìåíüøåíà

íà 10 %. Âèäíî, ÷òî ìàëûå èçìåíåíèÿ ãåî-

ìåòðèè ñèñòåìû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïîëåé ñîáñòâåííûõ âîëí. Äëÿ îáî-

èõ ðèñóíêîâ èñïîëüçîâàëàñü íîðìèðîâêà íà

âåëè÷èíó âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà, òàê ÷òî-

áû â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ýòîãî âåêòîðà

áûëî îäèíàêîâûì. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

èçìåíåíèå âûñîòû ðåçîíàòîðà âñåãî íà 1 %

ïðèâîäèò ê äâóêðàòíîìó îòëè÷èþ ìàêñèìàëü-

íûõ àìïëèòóä ïîëÿ íàä ðåçîíàòîðàìè. Òàêàÿ

ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëÿ ÝÑ íàáëþäàåòñÿ

íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé .zχ  Ïðè ìåíüøèõ çíà-

÷åíèÿõ zχ  ýòà çàâèñèìîñòü âûðàæåíà ñëàáåå.

Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ çàìåäëÿþ-

ùèõ ñèñòåì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåçîíà-

òîðîâ íà ïåðèîäå, ðàçìåðû êîòîðûõ âàðüèðó-

þòñÿ â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ ïî ñëó÷àéíîìó

çàêîíó, ïîçâîëÿþò âûÿñíèòü âëèÿíèå òî÷íî-
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñ-

òèê LE0  îò ãëóáèíû ðåçîíàòîðà äëÿ ÝñÀ. Öèô-

ðàìè óêàçàíà íîðìèðîâàííàÿ íà ïåðèîä ãëóáèíà
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Ðèñ. 4. Ìîäóëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âîëíû LE0 íà

ïåðèîäå ÝÑ ñ ïàðàìåòðàìè (42) äëÿ h1=1.0, h2=1.0,

χz=0.48:

0 �   x/b =  0; 1 �    x/b =0.05; 2 � x/b = 0.1; 3 �   x/b = 0.2
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ñòè èçãîòîâëåíèÿ çàìåäëÿþùèõ ñèñòåì íà èõ

õàðàêòåðèñòèêè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 4 è ðèñ. 5,

ýòè èññëåäîâàíèÿ èìåþò ñìûñë, ïîñêîëüêó

ïîãðåøíîñòè èçãîòîâëåíèÿ çàìåäëÿþùåé ñè-

ñòåìû ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà õàðàê-

òåð åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïó÷êîì ýëåêòðîíîâ.

Ðàçðàáîòàííàÿ íàìè ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò

ðàññ÷èòûâàòü ÝÑ ñ 50 è áîëåå ðåçîíàòîðàìè

íà ïåðèîäå íà ñîâðåìåííûõ ïåðñîíàëüíûõ

êîìïüþòåðàõ.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñ âû-

ñîêîé òî÷íîñòüþ ïðîâåñòè äåòàëüíûé àíàëèç

äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé è ïîëåé îñíîâ-

íîé è âûñøèõ ñîáñòâåííûõ âîëí ìíîãîñòóïåí-

÷àòûõ çàìåäëÿþùèõ ñèñòåì òèïà ãðåáåíêè â

ïðÿìîóãîëüíûõ âîëíîâîäàõ. Ðåàëèçóþùàÿ åãî

ïðîãðàììà îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü è

ñêîðîñòü ðàñ÷åòà. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåò

áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáîáùåí íà ñëó÷àé

áîëåå ñëîæíîé ãåîìåòðèè çàìåäëÿþùèõ ñèñ-

òåì ñ ðåçîíàòîðàìè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû.
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New Approach in Mathematical

Modeling the Spectral Characteristics

of Waveguide with Periodic Multistage

Lamellar Gratings

Yu. V. Gandel, V. V. Kamyshan,

O. P. Kamyshan

The spectral problem for the rectangular

waveguide with the slowdown system in a form

of rectangular lamellar grating in application to

the monochromatic longitudinal-electrical waves

was considered in rigorous manner. The bound-

ary problem for the Maxwell equations was re-

duced to the system of singular integral equa-

tions which was discretized by the discrete sin-

Ðèñ. 5. Ìîäóëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âîëíû LE0 íà

ïåðèîäå ÝÑ ñ ïàðàìåòðàìè (42) äëÿ h1 = 0.9;

h2 = 1.0; χz=0.48:

0 �  x/b = 0; 1 �   x/b = 0.05; 2 �   x/b = 0.1;

3 �  x/b = 0.2
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gularities method. The algorithm was implement-

ed as the program with the convenient interface,

which operated in the Windows 9x/NT environ-

ment. The comparison with the results obtained

by other methods was carried out. The high ef-

ficiency of the proposed computational method

and possibility of calculation of the dispersion

relations and fields of the eigenwaves with the

accuracy up to 10�6 and more is shown.  The

possibility of studying the influence of accura-

cy of manufacturing the slowdown system on its

properties is shown.


